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Introducao

A analise cientifica de dados através da modelagem matemética é uma

atividade indispensavel na Teoria de Decisao. O mesmo conceito é utilizado
na Fisica Estatistica para fazer decisoes sobre o comportamento de sistemas
complexos com muitas partes interagentes, entre os quais o exemplo muito
utilizado é com automatos celulares. Para tanto, é necessario que os métodos
empregados sejam consistentes com a realidade e possam explicar com clareza
qual conclusao sobre um determinado fenomeno é verdadeira. Mas, possiveis
problemas dessa andlise surgiram ao se estudar uma populacao por completo
e em partes separadas. Verificou-se a existéncia de dualidade na interpretagao
dos dados, independentemente do tamanho da amostra, o que recebeu o nome
de Paradoxo de Simpson.
Uma defini¢ao é dada por David Moore’s:” O paradoxo de Simpson consulta
a reversao do sentido de uma comparacao ou de uma associacao quando os
dados de diversos grupos sao combinados para dar forma a um tinico grupo.”
Uma importante contextualizacao é feita analisando-se os dados do quadro
seguinte que corresponde ao efeito de m novo remédio.

Residentes na cidade | Nao residentes na cidade
Tratados \ Nao tratados | Tratados \ Nao tratados
Vivos 110 9 73 688

Mortos | 982 171 4 670

E de interesse entao poder afimar sobre a eficacia do novo medicamento.
O procedimento seguinte é usual e aceito por especialistas.



Seja X e Y 2 fatores.

Y = Sobrevivéncia
X = Tratamento com um remédio

Tratados | Nao Tratados
Y=1 a b Vivos
Y =0 c d Mortos
X=0 X=1

Defini-se o coeficiente de correlacao px y entre os fatores da seguinte forma

) _ bec — ad
" Jlat+d)(a+o)(b+d)(c+d)

Se pxy < 0 concluimos que o remédio é bom;
Se pxy > 0 concluimos que o remédio é mal.

Aplica-se entao este conceito aos dados do quadro de tratamento. Agrupa-
se os residentes e nao residentes na cidade de acordo com as caracteristicas
em comum com ambos.

Tratados | Nao tratados
Vivos 183 697
Mortos 986 841

Interpretando pelo coeficiente de correlagao podemos concluir que o remédio
¢ mal. Pois pxy > 0.

O interessante destes dados de que dispomos é que se X; e Y] representam
os residentes na cidade, e X5 com Y5 os fora da cidade, algo especial acontece:
px;v; <0 e px,y, <0. Ou seja, podemos concluir que o remédio é bom!!!
Entao temos um paradoxo. Os mesmos dados permitem conclusées opostas
se aplicamos procedimentos diferentes, ainda que todos estes procedimentos
sao aceitos na Estatistica.

Neste ponto é importante termos uma opiniao responsavel sobre o tratamento



com o remédio. Devera ser realizado com mais pacientes ou interrompido?
Estamos diante de uma impossibilidade para decidir, o que é o Paradoxo de
Simpson.

1 Estudo numérico do Paradoxo de Simpson

1.1 Apresentacao probabilistica do Paradoxo

Seja (X, Y) variavel aleatéria bi-dimensional, onde X € {0,1} e Y € {0, 1}.

Y=1]X=0Y=1]|X=1Y=1
Y=0|X=0Y=0|X=1Y=0
X=0 —1

O espago amostral de (X,Y) é: {(0,0),(0,1),(1,0),(1,1)}

Considere o quadro seguinte formado por (Xi,Y]), que representa os
residentes na cidade, e (Xs,Y3), para os fora da cidade. Ambas varidveis
aleatdrias bi-dimensionais com o mesmo espago amostral de (X,Y).

Residentes na cidade | Nao residentes na cidade
Tratados \ Nao tratados | Tratados \ Nao tratados
Vivos ay by ao by
Mortos | ¢; dy Co ds
Onde aq, as, by, b9, c1,c9,d1,ds € Ry

Descrevemos abaixo as distribuigoes de probabilidades de (X7, Y7) e (X3, Y2),
tendo com argumentos os valores do quadro anterior.



(0,0) com prob o

a1+by1+c1+dy
al
(0,1) com prob R S
P(X1:m7}/1:y): d
1
(1,0) com prob a1 b+ +d;
b
(1,1) com prob a1 b1+ +d;
€2
(0,0) com prob g by tcotdy
as
(0,1) com prob g by tcotdy
P(X2:x7}/2:y): d
2
(1,0) com prob y by tcotdy
by
(1,1) com prob g byt cytdy

Um fato importante neste estudo é que aparece naturalmente uma nova
operacao aplicada para duas varidveis aleatérias, a qual produz uma nova
variavel aleatéria. Em nosso caso todas estas varidveis aleatoérias sao bi-
dimensionais, mas a mesma operagao pode ser aplicada para variaveis aleatérias
de todas as dimensoes. Como nao encontramos nos livros didaticos esta
operacao vamos nos referir a ela como sendo a “Mistura”entre as variaveis
aleatéria.

Definimos a “Mistura” (X3,Y3) de (X1,Y)) e (Xp,Ys), ambas com o

mesmo espaco amostral, da seguinte forma

e Escolhe-se (X71,Y]) com probabilidade p

e Escolhe-se (Xs,Y3) com probabilidade 1 — p



a1+b1+c1+dp
a1+by+c1+di+ags+botcotdy”
Logo, obtemos uma nova variavel aleatéria com o espago amostral igual ao
inicial.

Onde p é dado por

1.2 Definicao do Paradoxo

Seja (X1,Y1), (Xo,Y2) e (X3,Y3) varidveis aleatérias bi-dimensionais, onde
(X3,Y3) é mistura de (X7,Y7) e (Xs,Y3). Dizemos que o Paradoxo acontece
quando as trés condicoes seguintes sao satisfeitas

Para (X1,Y1) temos px,y; <0
Para (X3, Ys) temos px,y, <0
Para (X3,Y3) temos px, vy, > 0

1.3 Numeros iguais de residentes e nao residentes com
a presenca do Paradoxo

Algumas pessoas que investigavam o paradoxo achava que seria impossivel a
sua ocorréncia quando o muimero de residentes e nao residentes considerados
fossem iguais. Um contra-exemplo para esta suposicao é apresentado abaixo.

Seja S; o total de residentes na cidades: Si=a; +b+c+dy
Seja Sy o total de nao residentes: So =ag + by + o+ doy
Para tanto é suficiente atribuirmos os seguintes valores as variaveis.

(alzl; b1:4, Clzl; d1:5,):>51:11
(agzl; 62:1; co = 4; d2:5,):>52:11

Neste caso S; = S5. No entanto, o paradoxo estd presente. Observe
Em (X1,Y)) temos px, v, = —0.04

Em (X5, Y5) temos px,y, = —0.04

Em (X3,Y3) temos px, vy, = 0.13



1.4 Maximizando o coeficiente de correlacao

O maximo valor absoluto entre os coeficientes de correlacao das variaveis

(X1, Y1), (X2, Y2) e (X35,Y3), maz(|px, vils |Pxo3 s |Px1. v |), € obtido nas seguintes
condicoes

n+d6|1 + n | n? = n—+0 | n*+1

n? n 1|n+0 n2+1[2n+90

Quando n — oo ,py; — 0, py, — 0, pyy — 1.

1.5 Lemas

Lema 1 Quando metade das pessoas sao submetidas ao tratamento, tanto
para o cidade como fora dela, o Paradoro de Simpson nao ocorre.

Prova

Sob suposicao do Lema 1 os dados podem ser apresentados como no
quadro abaixo.

Residentes na cidade | Nao residentes na cidade
Tratados \ Nao tratados | Tratados \ Nao tratados
Vivos n—p n—q n—r n— s

Mortos | pq G r1 $1

Dividimos tudo por n e introduzimos p,q,r € S definidos assim:

PL—y 4 — 5y TL o S
n p n q n r n 0§p7Q7r75§1

Tl =]—p|th=1—q| + |"H=1-r|"t=1-5
B=p h=q n=7 W=
— (1—p)—i—(1—7“) (1—q)—|—(1—s)




Na presencga do paradoxo temos:
¢1=p)—p(l-q¢)>0=q—p>0
s=r)—r(l—=s)>0=s—r>0
Dessas duas inequagoes podemos concluir que (¢+s) — (p+7r) >0
Na segunda parte temos:
[(I=p)+ (X =7r)(g+s)—[(1-q)+ (A =95)]p+r) <0
2—(+r)ila+s) —2=(g+s)llp+r) <0
Fazendoa=p+reb=q+s

(2—a)h— (
b—a<0

Substituindo a e b chegamos a uma contradigao com o primeiro resultado.

2—-0b)a<0

(¢g+s) — (p+r) <0. Logo o paradoxo nao pode acontecer neste caso.
Lema 1 esta provado.

Lema 2 O Paradoro de Simpson nao ocorre quando a quantidade de

viwos e mortos sao iguais na cidade e fora dela.

Prova

Através da suposicao do paradoxo e as condigoes estabelecidas no Lema

2 podemos representar os dados no quadro abaixo.

Residentes na cidade

Nao residentes na cidade

Tratados \ Nao tratados

Tratados \ Nao tratados

Vivos

n—n

P1

n—mTr

1

Mortos

n—aq

q1

n—=s;

S1

Dividindo cada ntimero por 1 e introduzindo p, ¢, r e s definidos por

=P L =a g=r g =s 0<perns<l
Z:le —p?:p + Z}:lzl—r? r
N —]1—q | L =g T
=|(1l-p+(1—7r) p+r
I-g+0=5s)g+s




Aplicando a definicao do paradoxo ao primeiro membro da igualdade

(1-pg—(1-qp>0=qg-p>0 (1)
1—7r)s—(1—=s)r>0=s—r>0

Repetindo o procedimento para o segundo membro

(- +A=9)p+r)—[1-p)+Q=7)(g+s) >0
2—(¢g+9)lp+r)—2-(+7)(g+s)>0
p+r—q—s>0
—(g=p)—(s=71)>0 (2

De acordo com (1) os nimeros entre parénteses devem ser positivos, porém
em (2) para que a soma seja positiva eles devem ser negativos. Temos assim
uma contradigao.

O Lema 2 esta provado.

1.6 Analise da estrutura do Paradoxo de Simpson

Para o diagrama abaixo o Paradoxo de Simpson estda presente. Assim a
combinacao dos quadros faz com que haja uma mudanca na correlagao do
quadro resultante.

ai bl + a9 bQ = ap + as bl + bQ
c1 | dy Co | doy c1+ ¢ | dy+ do

Aplicando a definicao do paradoxo temos

ayd; — bycg >0
aody — bycy > 0
(b1 + b2)(c1 + c2) — (a1 + az)(dy + da) > 0

ai | by

& d1
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