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Egy tervezett szamitas lefuttatdsakor elére nem varhaté hatdsoknak lesz kitéve.
Néhany példa:

(1) Elveszett, vagy megvaltozott adatok a végrehajtas sordn.
(2) Véletlen, fizikai hibak a gépben.

(3) Vératlan kolcsonhatdsok a rendszer kiilonboz6, egyidében miikodd részei
kozott, vagy elveszett halozati sszekottetések.

(4) Hibak a programban.
(5) Rosszindulata timadasok.

Egyel6re nem ismertek algoritmusok, amelyek a programhibak problémajat
megoldandk. A szoftver-mérnoki szakma a programok struktardjanak és
el6éllitasi folyamatdnak tanulményozdsaval és javitdsaval kozeliti meg ezt a
kérdést.

Rosszindulatt tdmadésokkal az informatikai biztonsdg szakmadja foglalkozik.
A javasolt megoldasoknak gyakran része a kriptografia.

A (3) tipust problémék nagyon fontosak: az osztott szdmitdsok tudomanyat
ezek vizsgalatara hoztdk létre.

Az adattaroldsi hibak problémdja hasonlé a megbizhaté kommunikacié
problémajdhoz, melyet az informdaciéelmélet tanulményoz: felfoghatjuk Gigy, mint
a jelenbdl jovbe valé kommunikéciot. Mindkét esetben a zaj ellen hibajavité kédok
segitségével védekezhetiink.

Ebben a fejezetben néhany példat targyalunk, féleg a (2) problémafajtabol. Itt
kiilonbséget kell tenni dlland6 és atmeneti hibak kozott. Egy hiba dllandé, ha a
szamitoberendezés egy része fizikai kart szenved, és hosszti idére hibds marad,
amigcsak kiils6 beavatkozas nem torténik (szereld jon). A hiba dtmeneti, ha csak
egyetlen lépésben torténik: a berendezésnek az a része, ahol tértént, nem kéarosul,
és a kovetkezd 1épésekben megint helyesen mtikodik. Példaul, ha a memoria egy
bitje 0-r6l 1-re valtozik véletlentil, de a kdvetkez6 beirasi mfivelet megint tud O-t
irni az érintett helyre, akkor atmeneti hiba tortént. Ha a bit 1-re valtozott, és a gép
nem tudja megint O-ra valtoztatni, akkor ez alland¢ hiba.

Ezek koziill a problémdk koziil egyesek, kiilondsen az atmeneti hibak
problémadi, egyid6sek a gépi szdmoldssal. Barmely fizikai szamitasi hiba részletei
tiiggenek a haszndlt szamitogéptél (és persze a kivitelezendd szdmitastol).
De miutdn elvonatkoztatunk egy sereg zavard részlettdl, tiszta, de még
mindig nehéz feladatokat ad6 elméleti megfogalmazédsokra juthatunk, melyekre
szép megoldasok is léteznek. FErdekes kapcsolatokra bukkanunk més tu-
domanyégakkal, mint példaul a statisztikus fizika és a bioldgia.
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A szamitégépipar az utébbi 6t évtizedben elképesztéen sikeresen tette a
szamitogép-alkatrészeket kisebbé, gyorsabbd, és ugyanakkor megbizhatébba. A
sajtoban naponta olvashat6 szamitégépes rémtorténetek koziil feltlinden hianyzik
az, ahol a processzor egy 1l-est irt 0 helyett, csak gy szeszélybdl. (Ilyen vi-
tathatatlanul torténik, de tal ritkan ahhoz, hogy lathaté mtikodési rendellenesség
azonosithato forrdsava véljon.) Mds oldalrdl viszont vannak olyan, az dtmeneti
hibak javitasdra vonatkoz6 eredmények, melyeknek éltalanossaga tobb helyzetben
is alkalmazhatéva teszi 6ket. Még ha az egyes fizikai processzorok nagyon
megbizhatéak is (hiba taldn egyszer torténik minden 10%° ciklusban), amikor egy
egész halozat miikodését tekintjitk szamoldsnak, akkor a megbizhatatlan hal6zati
kapcsolatok vagy akar kartevd szdndéku résztvevok dltal okozott problémak sok-
ban hasonlitanak a megbizhatatlan processzorok altal okozottakra.

A szamitdsok megbizhat6va tételének kulcsgondolata a redundancia, melyet a
kovetkez6 két médszerként fogalmazhatunk meg:

(i) Taroljuk informéciénkat olyan forméban, hogy egyetlen kis részének
elvesztése se végzetes: visszadllithaté a megmaradé adatokbdl. Példaul,
taroljunk mindent t6bb példanyban.

(ii) Hajtsuk végre a szamitast tobbszor, hogy az esetleges hibds eredményt a tobbi
verzid ,leszavazza”.

Fejezetiink csak ezeket a moédszereket fogja haszndlni, de vannak mas fi-
gyelemre mélt6 gondolatok, melyeket nincs itt alkalmunk tovdbbkdvetni. Péld4ul,
a (ii) moédszer kiilonosen koltségesnek latszik; j6 lenne a sok ismétlést elkeriilni. A
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kovetkez6 dtletek ezt a dilemmét veszik célba.

(A) Hajtsuk végre szamitasainkat kdzvetleniil az informécié redundans formajan:
akkor taldn elkertiilhet6 a legtobb ismétlés.

(B) Osszuk be a szamitast ,szakaszokra” tgy, hogy a tovabbiakban is
felhaszndland6 részeredmények olcson ellendrizhet6k legyenek, minden
,mérfoldkénél” a szakaszok kozott. Csak ha az ellen6rzés hibat talal, akkor
ismételjiik meg az utols6 szakaszt.



1. Valészintiségszamitas

Fejezetiink nem kivan tal magas felkésziiltséget valoszintiségszamitdsbol, de bi-
zonyos tények ismételten felhasznéldsra keriilnek: ezeket itt atvessziik. Akinek
az itt kozolt informaciéndl tobbre van sziiksége, az azt barmely haladé
val6szinfiségszamitasi tankdnyvben megtalélja.

1.1. Terminolégia

Egy valdsziniiségi teret egy (0, A, P) hdrmas ir le, ahol ) az elemi események hal-
maza, az A az () bizonyos részhalmazainak osztalya, melyeket eseményeknek
neveziink, és P : A — [0,1] egy fliggvény. Ha E € A, akkor a P(E) értéket az
E esemény valésziniiségének nevezziik. Megkoveteljiik, hogy (2 € A, és hogy ha
E € A, akkor O N E € A. Tovabba, ha a halmazoknak egy (esetleg végtelen)
sorozata A-ban van, akkor az unidjuk is. Azt is megkoveteljiik, hogy P(Q)) =1 és
hogy ha Eq, E, ... € A diszjunktak, akkor

P(UEi> - ;P(Ei).

Ha P(F) > 0, akkor az E esemény F-re vonatkoztatott feltételes valdszintiségét
P(E|F) =P(ENF)/P(F)

definialja. Az Ey, ..., E, események fiiggetlenek, ha minden1 < iy < --- < i < n
sorozatra
P(Eil NN Eik) = P(Eil) cee P<Eik)-

1.1. Példa. Legyen Q) = {1,...,n}, ahol A az Q) 0sszes részhalmazibdl dll, és P(E) =
|E|/n.

Altalinosabban, egy diszkrét valészinfiségi tér meg van adva, ha adott egy
megszdamldlhaté O3 = {wy,wy, ...} halmaz, és eqy p1, p2,... sorozat, melyre p; > 0,
Y. pi = 1. Az események A halmaza az Q) dsszes részhalmazainak halmaza, és eqy E C ()
esemény valdsziniisége igy van definidlva: P(E) = 3, cg Pi- %

/////

Egy valdsziniiségi viltozé egy valamilyen () valdszintiségi tér feletti f fliggvény
val6s szam értékekkel, tovabba azzal a tulajdonsaggal, hogy minden { w : f(w) <
¢ } formédja halmaz esemény, tehat .A-ban van. Valészintiségi véltozokat gyakran
X,Y, Z nagybettikkel jelolink, esetleg indexekkel, és az w filiggetlen valtozot el-
hagyjuk az X(w) teljes formédbdl. Az {w : X(w) < c} eseményt igy is irjuk:



[X < c]. Ezt a jelolést analég médon bonyolultabb eseményekre is ki fogjuk ter-
jeszteni. Egy X val6szintiségi véaltozo6 eloszldsa az F(c) = P[ X < c] fliggvény. Sok-
szor csak véltozoink eloszldsat adjuk meg, és nem is emlitjiik a hozzajuk tartozé
valdszintiségi teret, ha az Osszefiiggésbdl vildgos, hogy igy-vagy-ugy megadhato.
Beszélhetiink két vagy tobb valoészintiségi valtozo kozos eloszldsdrol, de csak akkor,
ha feltessziik, hogy mint fliggvények, kozos valdszintiségi téren definialhatok.
Az Xy, ..., X, kozos eloszlassal rendelkezd valdszintiségi valtozokat fiiggetleneknek
nevezziik, ha az Osszes ilyen tipust esemény n-es fliggetlen: [X; < c1],
[ Xy < cnl.

Ha egy X val6szinliségi véltoz6 az xq,xp,... értékeket pq,pa,...
val6szintiséggel veszi fel, akkor a vdrhato értékét a

EX = pixi+paxo+---

képlet definidlja. =~ Konny(i latni, hogy a vdrhaté érték linedrisan fiigg a
valészinfiségi valtozotol:

E(aX + BY) = aEX + BEY,

még akkor is, ha X,Y nem fiiggetlen. Ha az X, Y valtozok fliggetlenek, akkor a
varhato értékeket Ossze is lehet szorozni:

EXY =EX-EY. (1.1)

Van egy fontos, egyszerii egyenl6tlenség, a Markov eqyenlotlenség, mely azt mondja,
hogy egy tetszbleges nemnegativ X valdszintiségi valtozéra és barmely A > 0
értékre

P[X > A] <EX/A. (1.2)

1.2. A nagy szdmok torvénye (nagy eltérésekkel)

Az itt megadott egyenl6tlenségek a késébbiekben hasznosak lesznek:

X
1+ x

<In(l14+x)<x, hax>-1. (1.3)

Itt a jolismert In(1 + x) < x fels6 korlat abbdl kovetkezik, hogy az In(1 + x)
fuggveny gorbe]e az x = 0 pontban huzott tangens alatt fekszik. Az als6 korlatot

az 1~ + + = 1 — 135 azonossagbdl és a kovetkezEkbdl kapjuk:

1 X X
—In(1 =In——=In(1- < - .
n(1+2) " x n( 1+x) 1+x
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Legyenek Xj,..., X, fiiggetlen, egyforma eloszlasti valdszintiségi véltozok,
melyekre
P[Xi:1]=p, P[Xl'ZO]:l—p.
Legyen
Sp=Xi++ X

Meg akarjuk becstilni a P[ S, > fn] valészintiséget minden 0 < f < 1 konstansra.
A ,nagy szamok torvénye” azt allitja, hogy ha f > p, akkor ez a valdszinfiség
gyorsan 0-hoz tart n — oo esetén, mig ha f < p, akkor gyorsan 1-hez tart. Legyen

D(f,p) = find + (1= fyin =L (14)
o S
>f1n;—f—fln§, (1.5)

ahol az egyenl6tlenség (hasznos, ha f kicsi és ep < f) kovetkezik 1 > 1 —p >
1—f-b6lésIn(1—f) > —%-bél (lasd (1.3)-t). A logaritmus konkav tulajdonsaga
segitségével megmutathato, hogy D(f, p) mindig nemnegativ, és csak akkor 0, ha
f = p (lasd az 1.1. gyakorlatot).

1. Tétel (Nagy eltérések pénzfeldobasokra). Ha f > p, akkor
P[S, > fn] < e "PUP),

Eszerint a tétel szerint ha f > p, akkor P[S,, > fn | exponencidlis sebességgel tart
0-hoz. Az (1.5) egyenl6tlenséggel tovabb egyszeriisitve a

nf
P(S, > fn] <e " = (?) (16)

formét kapjuk, amely hasznos akkor, ha f kicsi, és ep < f.

Bizonyitds. Egy kés6bb megvalasztandé a« > 1 valés szamra legyen Y, az a
val6szintiségi valtoz6, amely «, ha X, = 1és 1 ha X;, = 0, és legyen P, =
Y)Y, = a: akkor

P[S, > fn] = P[P, > af"].

A Markov egyenl6tlenség (lasd (1.2)-t) alkalmazésaval

P[P, > a/"] <EP,/af" = (EY;/af)",



ahol EY; = pa + (1 — p). Vélasszunk igy: a = 28:%, ez > 1,hap < f. Ekkor
EY; = 1:—?, és igy

f(1 - p)-f
p’(1—p) “D(f,
EYl/“f:W:e (fp)

U

Ez a tétel binomialis egytitthatokra is j6l hasznédlhat6 becsléseket ad. Legyen

h(f) =—fInf - (1= f)In(1 - f).

vz 2

ritmus helyett e alapt logaritmusban mérve). Az (1.3) egyenl6tlenségbdl a

—fInf <h(f) < fln

e

7 (1.7)

becslést kapjuk, ami hasznos kis f-re.
1.2. Kovetkezmény. Az f < 1/2 esetben
n fn
y (") <™ < (5) . (1.8)
i<fn ! f

Ha példaul f = k/n, ahol k < n/2, akkor

fn k
n n e ne
= <(=) =(=). .
() =(5) <) = a9
Bizonyitds. Az 1. tétel azt adjaaz f > p = 1/2 esetre, hogy

n
27" ), (") _P[S, > fn] < e"DUR) — pngnh(f),

i>fn !
n
y (”) < D),
i=fn L
A ¢ =1 — f helyettesitéssel, észrevéve az (?) = ("), h(f) = h(g) szimmetridkat és
(1.7)-t kapjuk az (1.8) eredményt. O

1.3. Megjegyzés. Az (1.6) egyenldtlenség a P[Sy > fn] < (f,) p/™ trividlis becslésbol
is kovetkezik, ha azt (1.9)-el kombindljuk. &



1.3. Gyakorlatok

1.1. Gyakorlat. Bizonyitsuk be a fészoveg éllitdsat, hogy D(f,p) mindig nem-
negativ, és csak akkor 0, ha f = p.

1.2. Gyakorlat. Az f = p + 6 értékkel, vezessiik le az 1. tételbdl a kovetkezd
hasznos korlatot: ,
P[S, > fn] < e 20,

[Utmutatés: legyen F(x) = D(x, p), és hasznaljuk a Taylor-formulat: F(p + &) =
F(p) +F'(p)d+F"(p+6")6%/2,ahol 0 < &' < 6. ]



2. Logikai halézatok

Olyan szamitdsi modellben, mely hibékat is figyelembe vesz, természetes az a
feltevés, hogy hibak mindeniitt megjelenhetnek. A szamitégép legismerdsebb
formdja—melyben a processzor és tar elvélik egymastél—ilyen koriilmények
kozott rendkiviil sebezhetének tlinik: amig a processzor nem ,néz oda”, a zaj ki-
javithatatlan kart okozhat a tarban. Dolgozzunk ezért inkdbb olyan modellekkel,
melyek pdrhuzamosak: a rendszer minden része dolgoz fel informéciét, nem csak
egyes kittintetett helyei. Ekkor a hibajavitast a rendszer minden részébe be lehet
épiteni. A legjobban ismert parhuzamos szdmitdsi modellre: a logikai hal6zatokra
szoritkozunk.

2.1. Boole-fiiggvények és kifejezések

Vessiink egy pillantast a szamitégép belsejébe (vagy inkabb az integrélt dramkor
belsejébe, egy mikroszkoppal). A rengeteg irrelevans fizikai részlett6l megzavar-
odva, inkdbb a halézattervez6 rajzai felé fordulunk; mégpedig a tervezés olyan
szakaszdban, amikor ezek az aramkor legkisebb elemeit szdmitasi funkciéik meg-
jelolésével egyiitt mutatjak. Olyan vonalak hélézatat fogjuk latni, melyek két
allapotot vehetnek fel (elektromos potencialjuk szerint): ,magas” vagy ,alac-
sony”, ,igaz” vagy ,hamis”, vagy, ahogy mi fogjuk jeldlni, 1 vagy 0. A pontok,
melyeket ezek a vonalak Osszekotnek, az ismer8s logikai Osszetevdk: a szamitas
legalacsonyabb szintjén a tipikus szdmitogép biteket dolgoz fel. Egész szamok,
lebeg&pontos szdmok, bettik mind megadhatok bitfiizérekkel, és a szokdsos elemi
aritmetikai mfiveletek is 6sszedllithatok bit-mftiveletek 6sszekapcsoldsaval.

2.1. Definicié. Egy Boole-vektorfiiggvény egy f : {0,1}" — {0, 1} leképezés. Tobb-
nyire az m = 1 esettel fogunk foglalkozni, és ekkor Boole-fiiggvényrdl fogunk
beszélni. &

Az f(xq,...,x,) kifejezés valtozo6it néha logikai vdltozoknak, Boole-viltozéknak,
vagy biteknek nevezziik.

2.2. Példa. Egy irdnyitatlan, N pontii G grifra érdekelhet minket az a kérdés, van-
e Hamilton kore (a G 0Osszes csticsainak egy olyan (uq,...,uy) felsoroldsa, hogy min-
den i < mn-re (ujuiq) egy €él, és (uy,uy) is egy él). Ezt a kérdést eqy f Boole-
fiigguény a kovetkezOképpen irja le. A grifot (I;] ) logikai valtozéval adhatjuk meg: x;;
(1<i<j<N):xj=1 haélfutaziésjcsicsok kozott. Az f(x12,%13,---, XN-1,N)
érték 1, ha G-ben van egy Hamilton kor, és 0 eqyébként. &
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1. bra. ES, VAGY és NEM kapu

2.3. Példa. (Boole-vektorfiiggvény) Legyen n = m = 2k, legyen bemenetiink két k-bit
hossziisdgii bitfiizérrel felirt egész szdm: u és v: x = (uq,...,Ux,v1,...,0k). A kimenet
az y = u - v szorzat, (bindris formdban irva): ha u =5 = (101),, v = 6 = (110),, akkor
y=u-v=230=(11110),. ¢

Csak négy egyvaltozés Boole-fiiggvény van: 0 és 1 konstansok, az azonossag,
ésatagadds: x — —x = 1 —x. A kovetkezd tovabbi kétvaltozos Boole-fiiggvényeket
emlitjiik meg: a konjukcié (logikai ES) miivelete:

A= 1, hax=y=1,
YZ10 Kilsnben,

ami azonos a szorzds miiveletével. A diszjunkcid, azaz VAGY mfivelete:

V. 0, har=y=0,
Y= 1 kulonben.

Koénnyti latni, hogy x Vy = —(—x A —y): mds széval az x V y diszjunkcié a -, A
fiiggvényekbdl kifejezhetd az dsszetétel miiveletének segitségével. A kovetkezd
kétvaltozos logikai fliggvényeket ugyancsak gyakran hasznaljak:

X—Yy=-xVy (implik&cio),
x—y=(x—-y Aly—x) (ekvivalencia),
x@y=x+ymod2=-(x—y) (bindris 6sszeadas).

Véges sok Boole-fiiggvény elégséges ahhoz, hogy az 0sszes tobbit kifejezziik:
tehat tetszdlegesen bonyolult Boole-fiiggvényeket ki lehet ,szdmolni” ,elemi”
miiveletekkel. Bizonyos értelemben ez torténik minden szamitégépben.

2.4. Definicié. A Boole-fliggvények egy Q halmaza teljes bizis, ha minden Boole-
tiiggvény kifejezhet6 a Q elemeibdl képezett osszetétellel. &
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2.5. Allitds. Az {A,V,—} halmaz teljes bdzis. Mds széval, minden Boole-fiigguény
megadhaté egy logikai kifejezéssel, mely csak ezt a két miiveletet hasznilja.

A bizonyitas a kijelentéslogika barmely tankonyvében megtalalhat6. Mivel Vv
kifejezhetd {A, -} segitségével, ez utébbi halmaz is teljes bézis (és {V, } is).

Mostantdl egy logikai kifejezés (képlet) alatt olyan kifejezést értiink, amely
valamilyen adott teljes bazis elemeibdl van felépitve. Ha a teljes bazist nem
emlitjuk, akkor {A, v, =}-ra gondolunk.

Altaldban egy és ugyanaz a Boole-fliggvény tobbféleképpen is megadhaté
logikai kifejezésekkel. Az adott kifejezésb6l mar konnyti a fliggvény kiszdmitésa.
Csakhogy a legtobb Boole-fiiggvényt csak nagyon nagy logikai kifejezésekkel lehet
leirni (lasd a 2.4 gyakorlatot).

2.2. Logikai halézatok

Egy logikai kifejezés néha azért nagy, mert felirdsa nem ad lehetdséget a
részeredmények tjrafelhasznédlasara. (Példaul az

((xVyVvz)Au)V(=(xVyVz)Av)

kifejezésben az x VV y V z rész kétszer jelenik meg.) Ezt a hidnyt p6tolja a kdvetkezd,
altaldnosabb formalizmus.

Egy logikai hal6zat 1ényegében egy ciklusmentes irdnyitott graf, melynek min-
den csticsa egy (valamely teljes bazisbol vett) Boole-fiiggvényt szamol ki a bemend
élein érkezd biteken, és az eredményt kikiildi a kimend élein (ldsd a 2. abrat).
Lassuk a szabatos definiciot.

2.6. Definicié. Legyen Q a Boole-fiiggvények egy teljes bazisa. Egy N szdmra
legyen V = {1, ..., N} a csticsok egy halmaza. Egy logikai hdlézat a Q bazis folott a
kovetkezbkkel van megadva:

N =V {ky,:ve V},{arg]-(v) veV;j=1,... ko },{by:0veV}). (21)

Minden v csticshoz egy k, természetes szdm mutatja bemeneteinek szdmét. A
forrdsokat, azaz olyan v csticsokat, melyekre k, = 0, bemenet-csiicsoknak nevezziik:
jeloljiik 6ket, névekedd sorrendben, igy:

be;, (i=1,...,n).
Minden nem-bemeneti v csticshoz tartozik egy Boole-fiiggvény
bo(y1,-- -, Y,)
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2. dbra. Egy értékadas (értékek a cstcsokon, konfigurdcié) a kapukon &t terjed
tovabb. Ez a ,,szamolas”.

a Q teljes bazisbol: ezt a v cstics kapujinak nevezziik. A véltozok szama a csticsba
bejovd élek szamaval egyenld. A graf nyeldit, a kimend élek nélkiili cstcsokat,
kimeneti csticsoknak nevezziik. Oket igy jelolhetjiik:

kii (i: 1,...,m).

(A mi logikai hal6zatainknak tobbnyire csak egy kimeneti csticsa lesz.) Minden
nem-bemeneti v csticshoz és minden j = 1,..., k, szimhoz egy arg;(v) € V cstcs

tartozik (a cstics, mely a v cstics kapujdba a j-edik véltozo értékét kiildi). A hal6zat
egy G = (V,E) grafot definial, melynek élhalmaza
E={ (argj(v),v) veV,j=1,...ky }.

Megkéveteljiik, hogy arg;(v) < v teljestiljon minden j, v-re (a cstcsokataz1,..., N
természetes szdmokkal azonositottuk): ebbdl kovetkezik, hogy a G gréfban ninc-
senek iranyitott ciklusok. A hal6zat

V]

nagysdga a csticsok szama. Egy v cstics mélysége a bemeneti csticsokbdl v-be vezetd
leghosszabb iranyitott Git hossza. A hdlézat mélysége a legmélyebb kimeneti cstics
mélysége. ¢
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2.7. Definicié. Egy logikai héalézat egy bemeneti értékaddsa, vagy bemeneti kon-
figurdcidjaegy x = (x1, ..., x,) Boole-vektor, amely az x; értéket adja a be; csticsnak:

érty(v) = yo(x) = x;,

hav =be;, i =1,...,n. Az y,(x) fliggvény egyértelmtien kiterjeszthetd a halézat
Osszes tobbi csticsdra egy v — Yy (x) konfigurdciévd, a kovetkez6képpen. Ha a by
kapunak k véaltozéja van, akkor

Yo = bv(yargl(v)/ s /yargk(v))- (2.2)

Példaul, ha by(x,y) = x Ay, és uj = argj(v) (j = 1,2) a v cstcshoz tartozé be-
mend csticsok, akkor y, = v, Ayu,. Ezt a folyamatot, melyben a fenti egyen-
letet kovetve fokozatosan kiterjesztjiik a konfigurdciét, a halézat szdmoldsinak is
nevezzik. Az yy; (x) (i = 1,...,m) értékvektor a szamolds eredménye. Azt mond-
juk, hogy a logikai hal6zat kiszdmitja az

x = (Yiiy (%), -+ Yy (X))

vektorfliggvényt. Az értékadasi eljarast szakaszokban is lehet végezni: a t-edik sza-
kaszban minden t mélységti cstcs értéket kap.

Az élekhez is rendeliink értékeket: egy élhez rendelt érték ugyanaz, mint amit
a kiindul6pontjaban taldlunk. &

2.3. Gyors 6sszeadas logikai halézattal

Egy logikai hal6zat mélysége annak a legrovidebb idének tekinthets, amennyi
alatt ez a hdl6zat a bemenetvektorbdl a kimenetvektort ki tudja szamolni. Logikai
halézatok egy alkalmazasaként, dolgozzunk ki egy hal6zatot, mely bemend bit-
jeinek Osszegét nagyon gyorsan szdmolja ki. Az eredményre e fejezetben kés6bb
sziikség lesz hibajavit6 célokra.

2.8. Definicié. Egy logikai hdlézat kozel-tobbséget szamol ki, ha kimenete egy v bit,
a kovetkez6 tulajdonsdggal: ha a bemeneti biteknek legalabb 3 /4-e b-vel egyenld,
akkor y = b. O

Halézatunk mélysége nyilvan Q)(log 1), mert a kimenetb&l utaknak kell vezetni
a bemenetek tobbségébe. A tobbség kiszamitdsa érdekében a bemeneti bitek
Osszeadadsanak feladatét is megoldjuk.

2. Tétel.
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3. dbra. Naiv parhuzamos 6sszeadas

(a) Egy teljes bazis felett, mely az 0sszes 3-vdltozds Boole-fiiggvényeket tartalmazza, min-
den n-re létezik eqy n bemenetnagysdigii és < 3log(n + 1) mélységii logikai hdlézat,
melynek kimenetvektora a bemend bitek dsszegét adja meg, bindrisan dbrdzolva.

(b) Ugyanezen teljes bizis felett, minden n-re létezik egy n bemenetnagysigii és <
2log(n + 1) mélységti logikai hilozat, mely kozel-tobbséget szdamol ki.

Bizonyitds. El6szor az (a) részt bizonyitjuk. Az egyszertiség kedvéért tegyiik fel,
hogy n = 25 — 1: ha n nem ilyen formaju, akkor néhény al-bemenetet vezethetiink
be. A naiv megkozelités a 3. dbra szerint jarna el: el6szor legyen y;1 = x1 + xp,
Y12 = X3+ X4, ..., Y1 o1 = Xok_1 + Xpr, majd szamoljuk ki a kovetkezoket: y,1 =
V1,1 + Y12, Y22 = Y13 + Y14, és igy tovabb. Ekkor a yx1 = xq1 + - - - + xp értéket k
szakaszban megkapjuk.

Némi nehézséget okoz, hogy y;; szam, nem bit, ezért egy bitvektor adja meg,
azaz a hal6zat cstcsainak egy csoportja, nem csak egyetlen cstics. Csakhogy az
altalanos

Yit1,j = Yi2j—1 t Yi2j
Osszeaddsi miivelet, naiv médon végrehajtva a tipikus esetben tobb, mint konstans
mennyiségli ,lépésbe” keriil: az y; ; szamok hosszusédga i + 1, ezért az sszeadds
tovabbi i-vel novelheti a mélységet, az 1+ 2 + - - - + k = Q(k?) értéket adva.
A kovetkezb észrevétellel csokkentheté6 a mélység. Legyen a,b,c harom
szdm bindris jel6lésben: példdul a = Zi'(:o a;2'. Egyszer(i parhuzamos képletek
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segitségével e hdrom szam Osszegét két masik szam Osszegével fejezhetjiik ki:
a+b-+c=d+e, ahol d, e is bindrisan dbrazolt szamok:

d; = a; + b; + c; mod 2,

eir1 = [(a;+bi+ci)/2]. (2.3)

Miutdan mindkét képlet egyetlen 3-véaltozés kapuval kiszdmolhat6, 3 szamot 2-
vel lehet helyettesiteni egyetlen parhuzamos szamolasi 1épésben (az 6sszeg meg-
tartdsaval). Két ilyen 1épés 4 szamot 2-re csokkent. Tehat 2(k — 1) 1épésben 2
tag Osszegét 2 tag Osszegére redukdlhatjuk. E két szdm szokdsos médon vald
osszeaddsa a mélységet még k-val noveli: azaz 2 bitet 3k — 2 1épésben tudunk
Osszeadni.

A (b) rész bizonyitasdhoz épitsiik meg az (a) rész halézatat, de az utolséd
Osszeadds nélkiil: a kimenet két k-bit szdm, melynek 6sszege érdekel minket. Ezen
szamok legmagasabb helyiérték{i nemnulla bitje valamely < k helyen talalhato.
Ha az 6sszeg tobb, mint 25~1, akkor e szdmok egyikében nem-0 bit van a (k — 1)
vagy (k —2) helyeken. Ez megfelel6 3-bemenetti kapuk két tovabbi alkalmazédsaval
felismerhetd. ]
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2.4. Gyakorlatok
2.1. Gyakorlat. Mutassuk meg, hogy {¢, A} teljes bazis.

2.2. Gyakorlat. Mutassuk meg, hogy az x NORy = —(x Vv y) fliggvény énmagéaban
is teljes bazist alkot.

2.3. Gyakorlat. Rogzitsiik az {A, -} teljes bazist. Bizonyitsuk a 2.5 allitast (vagy
keressiik meg egy tankonyben). Adjunk segitségével felsé korlatot, altaldnos n-
valtozods f Boole-fliggvény esetén, a kovetkezdkre:

(a) az f-etleird legkisebb logikai kifejezés nagysaga;
(b) az f-et kiszamit6 legkisebb logikai halézat nagysaga;
(c) egy f-et kiszamité logikai hal6zat legkisebb lehetséges mélysége.

2.4. Gyakorlat. Mutassuk meg, hogy minden n-re 1étezik egy n-véltozés f Boole-
fiiggvény, melyre minden, az {A, —} teljes bazisban &6t kiszdmol6 logikai halézat
Q(2"/n) cstcsot tartalmaz. [Utmutatds: egy ¢ > 0 konstansra, becsiiljiik feliilrél
a legfeljebb c2" /n csticsti logikai hdlézatok szamat, és hasonlitsuk ezt 6ssze az n-
valtozés Boole-fliggvények szamaval.]

2.5. Gyakorlat. Tekintsiik azt az M7 hél6zatot 3" bemenettel, melynek egyetlen
kimend bitjét r-szer iteralt 3-bemenetii tobbségi kapukkal kapjuk a bemenetekbdl.
Mutassuk meg, hogy létezik egy olyan x bemenetvektor, amely csak 1!/ 1°83 helyen
1, de amellyel M kimenete 1 lesz. Tehat a bemeneteknek elenyészé kisebbségét is
el lehet tigyesen tgy rendezni, hogy a halézat kimenetét meghatérozza.
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4. dbra. Hiba egy kapunal.

3. Kboltséges hibatiirés logikai hal6zatokban

Vegytink egy N logikai halézatot, a 2.6. definici6 szerint. Ha zaj is felléphet, akkor
az

Yo = érty(v)

értékeket nem hatarozza meg mar a (2.2) képlet. Helyiikre az Y, val6szinfiségi
valtozok lépnek. Nevezziik az (Y, : v € V) véletlen vektort véletlen konfiqurdcionak.

3.1. Definicié. A v csticsnal legyen
Zy = bU(Yargl(v)/ ey Yargk(v)) @ Yo, (3.1)

azaz Z, = 1, ha Y, nem azonos a zaj nélkiili b, kapu altal az Yarg]-(v) bemenetekb6l

kiszamolt értékkel. (Lasd a 4. abrat.) A cstucsok halmazat, ahol Z, nem nulla, a
tévedések halmazanak nevezziik (ezzel elkeriiljitk a tobbféleképpen érthet6 ,hiba”
sz6t).

Nevezziik az érty(v) & Y, kiilonbséget a v cstics eltérésének. O

Szoritsuk meg, milyen fajta zajt engediink meg. Minden tévedés legfel-
jebb & valészinfiséggel léphet fel. Két megadott helyen egyszerre legfeljebb &2
valészinfiséggel 1éphet fel tévedés, és igy tobabb.

3.2. Definicié. Adott ¢ > 0-ra azt mondjuk, hogy az (Y, : v € V) véletlen kon-
tiguraci6 e-megengedett, ha

(@) Ype(jy = x; mindeni=1,..., n-re.
(b) A nem bemeneti csticsok minden C halmazéara

P[Z, = 1 minden v € C-re] < &/°. (3.2)
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Miés szoval, egy e-megengedett véletlen konfigurdcidban, k kiilonboz6
megadott kapunél legfeljebb &t valészintiséggel léphet fel egyszerre tévedés. Igy
koveteljiik meg, hogy ne csak kicsi legyen a tévedések valdszintisége, de rdadasul
a tévedések ne ,eskiidhessenek 6ssze”. A megengedettségi feltétel teljesiil, ha a
tévedések egymadstdl fliggetlentil, < € valdszintiséggel kovetkeznek be.

Célunk olyan halézatot késziteni, amely nagy valdszintiséggel helyesen
miikodik, a mindig jelenlévé zaj ellenére: mas széval, a hibdk nem halmozédnak.
Ezt a fogalmat formalizaljuk a kdvetkez&kben.

3.3. Definici6. Egy N hdéldzatot, melynek kimend csticsa w, akkor neveziink
(¢,6)-ellendllonak, ha minden x bemenetvektorhoz, minden e-megengedett Y kon-
figurdciéban P[Y;, # érty(w) | < 4. &

Jarjuk koril egy kicsit ezt a fogalmat. Nincs (g, §)-ellendllé halézat, ha § < ¢,
mert még az utolsé kapu is e valészintiséggel tévedhet. Engedjiik meg ezért, egy
kicsit nagylelkiien, a 6 > 2¢ lehet&séget. Nyilvdan minden A halézathoz és minden
0 > 0 értékhez lehet olyan kicsi e-t valasztani, amely biztositja, hogy (e, §)-ellendllé
legyen N. De hét nem ezt akarjuk elérni: remélhetleg nem lesz sziikség egyre
megbizhatébb kapukra, ahdnyszor csak nagyobb hélézatokat akarunk épiteni.
Egy olyan

F(N,9)

figgvényt keresiink tehdat, és egy olyan ¢y > 0 tévedés-korlatot, hogy min-
den € < gy és & > 2¢ esetén, minden N nagysagu N Boole-hdl6zatra, legyen
egy F(N,0) nagysagu (¢, 0)-ellendllé N’ hél6zat, amely ugyanazt a fliggvényt
szamolja ki, mint \. Ha ezt elérjiik, akkor elmondhatjuk, hogy megakadalyoztuk
a hibak halmozédasat. Persze azt akarjuk, hogy F(N, ) viszonylag kicsi legyen,
és g9 nagy (nagyobb zajt megengedve). Az F(N,J)/N fliggvényt redundancidnak
nevezhetjiik: ezzel szorzéval kell novelni a hdlézat nagysdgat, hogy ellenallova
tegyiik. Erdemes megyjegyezni, hogy a probléma még akér 6 = 1/3 esetén sem
trividlis. Ha a hibak halmozédasa el6tt nincs akadély, akkor fokozatosan min-
den informéci6 elvész a kivant kimend értékrdl, és semmilyen § < 1/2 nem
garantalhato.

Hogy javitsuk ki a hibdkat? Egy egyszer(i gondolat: szamoljunk ki ,mindent”
3-szor, aztan folytassuk a tobbségi szavazas eredményével.

3.4. Definicié. Egy d paratlan természetes szdmra, a d-bemenetti tobbségi kapu az
a Boole-fiiggvény, amelynek kimend értéke egyenld a bemend értékek tobbségével.

&

A d-bemenetli tobbségi érték kiszamithats, O(d) ES és VAGY kapu
segitségével.
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Miért varhatd, hogy a tobbségi szavazds segit? A kovetkezd, informilis disz-
kusszié segit megérteni az elényoket és buktatokat. Tegyiik fel egy pillanatra, hogy
az egész szamitds kimenete egyetlen bit. Ha barmelyik, fliggetlentil kiszamolt
eredmény tévedési valdszintisége J, akkor annak a valészinfisége, hogy legalabb
2 téves koziiliik, 35%-el korlatozhats. Mivel maga a tobbségi szavazds is hibazhat
< e valészintiséggel, a kudarc teljes valészintiségét 36> + ¢ korldtozza. Tehét a hiba
8 val6szintisége csokken, a 362 + ¢ < § feltétel mellett.

Ugy latszik tehat, hogy ha ¢ kicsi, akkor ismétlés és tobbségi szavazds
tovabb csokkentheti. Persze, ha a hibavaldszintiség novekedését meg akarjuk
akadalyozni, a tobbségi szavazdst Gjra és djra végre kell hajtani. Tegytiik fel
példaul, hogy szamitdsunk ¢t egymast kovetd szakaszbdl &ll. Az i-edik szakasz
utdn korlatunk a hibds kimenet valészintiségére 4;. Minden szakasz utdn tobbségi
szavazast akarunk végrehajtani. Hajtsuk végre az i szakaszt hdromszor. A hiba
valdszintiségére most a

Siy1 = 0;i +36% +¢ (3.3)

korlatot kapjuk. Tehat a kiilonb6z6 szakaszok hibavalészintiségei halmozd6dnak,
és még a 352 + ¢ < 6 egyenlbtlenség esetén is csak a & < (t — 1)6 korlatot kapjuk.
Ez a stratégia tehat nem miikodik tetsz6legesen nagy szadmitasokra.

Egy vad otlet a halmozo6das elkertilésére: ismételjiink meg mindent haromszor,
ami az i-edik szakasz el6tt tortént, ne csak magat az i-edik szakaszt! Ekkor az
egyre novekvd (3.3) korlatot a

0iy1 =3(0;i +0)%+¢

korlat helyettesiti. Most, ha é; < J és 1262 + ¢ < §, akkor megintcsak §; 11 < J, tehat
a hibdk nem halmozédnak. De irdatlan drat fizettiink: mire a szamitas (i + 1)-
edik szakaszaba értiink, a hibat{ir6 verzié nagysdga 3-szorosa annak, ami az i-
edik szakaszig volt. Ha t szakaszt akarunk ilyen médon hibat{ir6vé tenni, ez egy
3! szorzéba kertil. Igy a fent bevezetett F(N, §) fiiggvény N-ben exponencialissa
vélhat.

Az aladbbi tétel egy lehetséges szabatos verzidja az itt elhangzott meg-
fontolasoknak.

3. Tétel. Legyen R egy teljes, véges bizisa a Boole-fiiggvényeknek. Ha 2e < & < 0.01,
akkor minden fiigguényt ki lehet szdmolni eqy (g, 0)-ellendlld halézattal R folott.

Bizonyitds. Az egyszeriiség kedvéért az eredményt csak olyan teljes bazisban bi-
zonyitjuk, amely tartalmazza a hdromvaltozds tobbségi szavazast, és nem tar-
talmaz haromnal tobb valtozés fliggvényt. Azt is foltessziik, hogy a hibdk
fiiggetlenek egymastol.

20



Legyen N egy t mélységti zaj nélkiili hdl6zat, mely az f fliggvényt szamolja ki.
Bebizonyitjuk, f-et ki lehet szdmolni egy 2t mélységti (¢, 6)-ellenallé N’ hél6zattal.
A bizonyitds t szerinti indukcié. Az e-ra és J-ra vonatkozo elégséges feltételek
menet kozben fognak kidertilni.

Az allitas természetesen igaz t = 1-re, tegyiik fel tehdt, hogy t > 1. Legyen
¢ az N hélozat kimeneti kapuja, akkor f(x) = g(fi(x), f2(x), f3(x)). Az f;
figgvényeket < t — 1 mélységli N; részhalézatok szamoljak ki. Az induktiv
feltevés szerint az f; fliggvényeket ki lehet szamolni (g, J)-ellendlls, < 2t — 2
mélységti N/ hélézatokkal. Legyen M az 1j hélézat, amely az N/ halézatok
példanyait tartalmazza (a megfelel$ beviteli csticsok Osszeragasztasdval), és egy
Uj csticsot, amelyben a ¢ kapu bemenetként kapja az N/ hal6zatok kimeneteit, és
kiszdmolja f(x)-et. Ekkor M hibavalészintisége legfeljebb 30 +¢ < 49, hae < J,
mert mindharom hélézat 6 valdszintiséggel hibazhat, és a ¢ kaput tartalmazo6 cstics
< e valdszintiséggel tévedhet.

Végil dllitsuk Ossze az N’ halézatot az M hélézat harom egyforma
példanyabdl (6sszeragasztott bemenetekkel), és mégegy csticsbdl, amely a harom
kimenet kozott tobbségi szavazassal dont. Az N halézat hibavaldszintisége legfel-
jebb 3(46)2 + & = 4852 + ¢. Valdban, a hibét vagy a tobbségi kapu tévedése okozza,
vagy legalabb ketten hibdztak az M halézat harom fliggetlen példanya koziil.
Tehat a

480% + <6 (3.4)
feltétel mellett az N’ hélozat (¢, 0)-ellendlls. A feltétel teljestil, ha 2e < 6 < 0.01.
[l

A bizonyitdsban konstrualt A’ halézat legaldbb 3'-szer nagyobb, mint
N, a redundancia tehat irdatlanul nagy. Szerencsére, sokkal gazdasidgosabb
megoldasokat is fogunk latni. De vannak érdekes, kis mélységti hal6zatok, ame-
lyekre a 3! szorz6 nem extravagéns.

4. Tétel. Alljon teljes bizisunk az dsszes 3-viltozds Boole-fiiggvénybdl. Ekkor minden
elég kicsi ¢ > O-ra, ha 2e < 6 < 0.01, akkor minden n-re van egy n-bemenetil, (g, 6)-
ellendllé logikai hilézat, melynek mélysége < 4log(n + 1) és nagysiga (n +1)7, és mely
a bemenetek kozelitd tobbségét szamolja ki (a 2.8. definicio szerint).

Bizonyitis. Alkalmazzuk a 3. tételt arra a hal6zatra, melyet a 2. tétel (a) részébdl
kapunk. Ez egy tj, 4log(n + 1)-mély (¢, 6)-ellendllé halézatot ad, mely kozelité
tobbséget szamol ki. Barmilyen ilyen hélézat, mely 3-bemenetti kapukbdl 4ll,
legfeljebb 3*1°8("+1) — (5 4-1)41°83 < (1 + 1)7 nagysagu. O
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3.1. Gyakorlatok

3.1. Gyakorlat. A 2.5. gyakorlat azt sugallja, hogy az M iteralt tobbségi szavazas
manipuldlhaté. Bizonyos koriilmények kozott azonban nagyon jol mikodik.
Legyen az M7 bemenete a fiiggetlen Boole-értékii valdszintiségi valtozok X =
(X1,...,Xn) vektora, melyre P[X; = 1] = p < 1/6. Legyen Z a hél6zat (véletlen)
kimenet-bitje. Feltéve, hogy tobbségi kapuink egymastol fiiggetleniil < e < p/2
val6szinfiséggel tévedhetnek, bizonyitsuk be az alabbi becslést:

P[Z = 1] < max{10¢, 0.3(p/0.3)%}.

[Utmutatés: Legyen g(p) = & +3p?, 0(p) = p, gix1(p) = g(gi(p)), és bizonyitsuk
a kovetkezét: P[Z =1] < g (p). |

3.2. Gyakorlat. Azt mondjuk, hogy az N hdélézat az f(xy,...,x,) fuggvényt
(¢,0)-bemenet-biztos médon szdmolja ki, ha a kovetkez6 teljesiil. Barmilyen
x = (x1,...,x;) bemend vektorra, barmilyen ezt ,perturbdlé” fliggetlen X =
(X1,...,Xn) Boole-véltozé sorozatra, amely a P[X; # x;] < e kovetelménynek
tesz eleget, az X bemenet@i N hédl6zat Y kimenete keveset valtozik: P[Y = f(x)] >
1 — 4. Mutassuk meg, hogy ha létezik olyan logikai hdl6zat, amely az x; @ - - - @ x;,
fuggvényt (¢,1/4)-bemenet-biztosan kiszamitja, akkor e < 1/n.
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4. A részeredmények védelme

Ebben a fejezetben olyan hibatfirési moédszereket ismeriink meg, amelyeknek
viselkedése a rendszernagysdg novelésekor kedvezébb. Meg fogjuk mutatni a
kovetkez6t:

5. Tétel. Léteznek olyan Ry, e konstansok, hogy az
F(n,0) = Nlog(n/J)

definiciéval, minden ¢ < ey, 6 > 3e esetére, minden N nagysdigii determinisztikus
szdmitdshoz van egy (e, d)-ellendllé, RoF (N, ) nagysigi szdmitds, amely ugyanazt az
eredményt adja.

Bevezetiink egy fogalmat, amely egyszer(isiti hdlézataink hiba-elemzését,
tiiggetlenitve azt a bemeneti x vektortol.

4.1. Definici6. Egy N logikai hdl6zat egy v csticsdban nevezziink egy tobbségi ka-
put javité tobbségi kapunak, ha N' minden x bemeneti vektordra, a v cstics minden
bemeneti élén ugyanaz az érték érkezik. Tekintsiik az N hdlézat egy szdmitdsat:
ez a szamitds egyes csticsokat és vezetékeket megfertoz. A kovetkezd szabdlyok
szerint terjed a fert6zés:

— A bemeneti csticsok nem fert6zottek.
— Ha egy cstics fert6zott, akkor minden kimeneti vezetéke fert6zott.

— Egy javito tobbségi kaput tartalmazé cstics akkor fert6zott, ha vagy téved, vagy
bemeneteinek tobbsége fert6zott.

— Minden maés cstcs akkor fert6zott, ha vagy téved, vagy valamelyik bemenete
fertézott.

&

Nyilvan, ha minden e-megengedett véletlen konfigurdciéondl a hal6zat
kimenete < 0 valdszintiséggel fert6zott, akkor a hdl6zat (g, §)-ellenallo.
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5. dbra. Végrehajto szerv.

4.1. Kabelek

Egyelére még csak a jelen konyvrész bevezetésének (ii) Otletét hasznéltuk:
a szamitdsi lépések ismétlését. Probdljuk az (i) oOtletet is haszndlni logikai
hal6zatokban (az informéciot redundéans formaban tartani).

Hogy kaputol kapuig védjiik az dramlé informéciot, a zaj nélkiili hdl6zat min-
den vezetékét egy k vezetéket tartalmazé ,kabellel” helyettesitjiik (ahol k-t al-
kalmasan fogjuk vélasztani). Egy kabel minden vezetékének ugyanazt a bit in-
forméciot kellene szallitani, és azt reméljiik, hogy tobbségiik ezt a bitet viszi majd,
még ha egyes vezetékek tévednek is.

4.2. Definici6. Egy N logikai halézatban, az élek egy bizonyos halmazat kibelnek
hivhatjuk, ha a hédl6zat minden zajmentes szdmoldsdban, mindegyik él ugyanazt
a Boole értéket viszi. A halmaz elemszdmat a kabel vastagsiginak nevezziik.
Rogzitsiink egy megfelel konstans @ kiiszobot. Tekintsiik az N halézat egy zajos
verzidjanak barmilyen lehetséges szdmoldsat, és ebben egy k vastagsagu kabelt.
Ezt a kabelt ¢-biztonsigosnak nevezziik, ha legfeljebb ¢k él fert6zott benne. &

Vegytink egy N hél6zatot, amelyet ellenallovd akarunk tenni. Amint az N
vezetékeit az N/ (egyenként k vezetéket tartalmazd) kabeleivel helyettesitiink, egy-
egy v csucsndl minden 2-bemenetelii zajnélkiili kaput egy tgynevezett végrehajto
szerv nevii, k kapubdl 4ll6 egységgel helyettesitjiilk. Ez, mindeni = 1,...,k-ra,
az elsd és a masodik kdbel i-edik vezetékét a végrehajté szerv i-edik csticsdba
vezeti. Mindezek a csticsok ugyanazt a b, tipust kaput tartalmazzak. Az ezekbdl
a csticsokbol el6bukkané vezetékek adjak a végrehajto szerv kimeneti kibelét.

A kimeneti kabelben ttl magasra n6het a fert6zott vezetékek szdma: valdban,
ha az x vezetékben Ok fert6zott vezeték volt, és az y vezetékben ugyancsak, akkor
a g(x,y) vezetékben mar akdr 20k fert6zott vezeték is lehet (nem is szamolva
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felGjit6 szerv

| | kisebb kisebbség |

6. dbra. Feljito szerv.

a végrehajtd szerv tévedései altal hozzdadott Gj fert6zéseket). A konstrukcié
dontd része az, hogy a végrehajté szervhez még egy tgynevezett feliijité szervet
is illesztiink: ennek az egységnek az a feladata, hogy a kébel fert6zottségét
csokkentse.

4.2. Stirit6k

Hogy készitstink feltjitd szervet? Szem el6tt tartva, hogy ennek a szervnek
is zajban kell miikodni, épithetnénk (megfelels ¢'-re) egy specidlis (g, d’)-
ellenall6 hdlézatot, amely k bemenetének kozel-tobbségét szdmolja ki, k fiiggetlen
példanyban. A 4. tétel egy k(k + 1) nagysdgt halézatot szolgaltat erre.

Szerencsére jobb megoldas is van, legaldbbis aszimptotikusan. Nagyon egyszerii
feltjit6 szervet fogunk keresni, olyat, amelynek a sajat zajat mar konnyfi lesz ele-
mezni. Mi egyszertibb, mint egy olyan hédlézat, melyben csak egy Iépés van a be-
menetek és kimenetek kozott? Rogzitsiink egy pdaratlan d egész szdmot (példdul,
d = 3). Szerviink minden kapuja egy d-bemenetii tobbségi kapu lesz.

4.3. Definicié. Nevezziink multigrifnak minden olyan grafot, amelyben minden
pontpar kozott tobb él is futhat, nem csak 0 vagy 1. Egy paros multigrafot, melynek
k bemenete és k kimenete van, nevezziink d-félrequlirisnak, ha minden kimeneti
pont d foka. Egy ilyen grafot (d,«,y, k)-stiritonek neveziink, ha a kovetkezé tu-
lajdonsaggal bir: a bemenetek minden legfeljebb ak pontot tartalmazé E hal-
mazdhoz, legfeljebb < yak olyan kimenet van, amely az E legaldbb d/2 elemével
van 0sszekotve (multiplicitdst is szamolva). &

A stritd tulajdonsdg altaldban a v < 1 esetben érdekes. Példaul egy
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(5,0.1,0.5, k)-stiritében a kimenetek foka 5, és a tobbségi szavazas ezekben a pon-
tokban minden olyan hibahalmazt, amely legfeljebb a bemenetek 10%-éat foglalja
el, a kimenetek 5%-ara csokkent.

Egy megfelel6 paraméterekkel biré sfirit6 miikddhetne feltjité szervként:
csokkentve a kisebbségben 1év6 eltéréseket, a kabel biztonsagét helyreallithatja.
De vannak-e stirit6k?

6. Tétel. Minden 0 < 7y < 1, és pdratlan egész d-re, ha
1<9(d-1)/2, 4.1)
akkor létezik egy o > O korldt, mellyel minden egész k > 0-ra vannak (d, a, -y, k)-stiritdk.

Amint latjuk, a d = 3 esetre a tétel nem garantal stirit6t v < 1 értékkel.

Bizonyitds. Nem adunk explicit konstrukciét a keresett multigrafra, csak megmu-
tatjuk, hogy létezik. Valasztunk egy véletlen d-félreguldris multigrafot (minden
ilyen multigréfot ugyanolyan valdszintiséggel), és megmutatjuk, hogy ez pozitiv
valoszintiséggel (d,wa,y, k)-stirit6 lesz. Ezt a bizonyitdsi médszert valdsziniiségi
médszernek nevezik. Legyen

s=|d/2].

Konstrukciénk kicsit dltalanosabb lesz, k' # k szamu kimenetet is megengedve.
Képezziink egy véletlen pédros multigrafot k bemenettel és k' kimenettel, a
kovetkezéképpen: minden kimenethez d élt htizunk véletlen bemeneti cstcsokbol,
amelyeket fliggetleniil és egyenletes eloszlassal vélasztunk az Osszes bemeneti
csticsok koziil.

Legyen A egy ak nagysagu bemenethalmaz, legyen v egy kimeneti cstcs, és
legyen E; az esemény, hogy v-be legalabb s + 1 él vezet A-bdl. Ekkor

d d
< s+1 S+1'
P(E,) < (s 1)04 = (S)oc

Jeloljiik a jobboldalt p-vel. Atlagban (vérhaté értékben), az E, esemény pk’
kiilonbozii kimenetben kovetkezik be. Egy A bemenethalmazhoz legyen F4 az
az esemény, hogy a v kimenetek szdma, melyekben az E, esemény bekovetkezik,
tobb, mint yak’. Az (1.6) egyenlStlenség alapjan

Kya
P(F4) < <%> :
T
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Az Osszes lehetséges legfeljebb ak elem(i A bemenethalmazok M szdmara
az (1.7) egyenl6tlenség a kovetkezd becslést adja:

k k
me T (5) < (0"

Annak valdszintisége, hogy véletlen grafunk nem sfirit6, legfeljebb akkora, mint
annak valdszintisége, hogy az F4 esemény legalabb egy A bemenethalmazra
bekovetkezik. Ezt most igy becstilhetjiik:

M-P(FA) < e—aDk’,
ahol
D = —('ys—k/k’)lnzx—'y(ln(g) —ln'y—|—1) —k/K.

Az « konstans csokkentésével ebben a kifejezésben az elsé tag domindl
Egyiitthatdja pozitiv, a (4.1) feltétel miatt. Tehat D > 0, ha

Y(In(9) —Iny+1)+k/K
a < exp <— P .

[l
4.4.Példa. Ay =04,d =7, vilasztdssal x = 107 megfelel. &

Egy (d,a, 1y, k)-stirit6bol gy csindlunk egy R feldjit6 szervet, hogy a kimend
csticsaiba d-bemenetli tobbségi kapukat tesziink. Ha a kapuk néha tévednek,
akkor R kimenete véletlen. Tegyiik fel, hogy R-nek legfeljebb ak bemenete
fert6zott. Ekkor csak agy lehet (7 + p)ak kimenet fert6zott, ha apk tobbségi kapu
hibazik. Legyen

PR
ennek az eseménynek a valdszintisége. Feltéve, hogy a kapuk R-ben egymastol
fiiggetlentil < e valdszintiséggel hibaznak, az (1.6) egyenl&tlenségol

es wpk
< | — .
PR < <“p> (4.2)

kovetkezik.
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Om

O, O,

ORORO
\\ ‘ / / 20m +-0.140m = 2.140m

feltjit6 szerv

PR

0.4(2.149m) + 0.149m < 9m (tévedéseket is szdmolva)

7. dbra. Végrehajt6 szervet feltjit6 szerv kovet.

4.5. Példa. Vilasszuk a kovetkezd értékeket: v = 04, d = 7, « = 1077, akdrcsak

a 4.4 példiban, tovibbi p = 0.14 (ez teljesiteni fogja a késdbbiekben sziikséges
(4.3) egyenlbtienséget). Ekkor az ¢ = 1072 tévedéskorldttal a pr < e 10K korlitot
kapjuk.

A vonzéan kicsi d = 7 fokszdm sajnos kidbrdnditéan gyenge korldtot ad csak annak
valdszintiségére, hogy a stiritd kudarcot vall. Ez a korldt ugyan exponencidlis sebességgel
csokken a k kabelvastagsdg fiigguényében, de csak szélsoségesen nagy k esetén lesz tényleg
kicsi. &

4.6. Példa. Megint v = 0.4-et vilasztva, de hozzd d = 41-et (tehdt minden silritd kapu 41
vezeték tobbségét veszi 7 helyett), valamivel redlisabb eredményeket kapunk. Ez a vdlasztds
lehet6vé teszi az a = 0.15 értéket. Legyen megint p = 0.14, & = 1077, akkor pr < e~ 3%
kovetkezik.

Ezek a szdmok kevésbé ijesztdek, de még mindig kizel szidz vezeték kell ahhoz, hogy a
feluijitdsi hiba valésziniisége kicsi legyen. Es bdr a gyakorlatban a szamitégép-elemek sokkal
kisebb, mint 10~ gyakorisdggal tévednek, az a kérdés is érdekelhet minket, mi a legnagyobb
megtiirheto e. &

4.3. A biztonsag terjesztése

Stirit6k segitségével olyan logikai halézatot épithetiink, melynek minden kabele
nagy valoszintiséggel biztonsagos.
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4.7. Definici6. Egy adott N logikai halézathoz, melynek (egyszertiség kedvéért)
csak egyetlen bit a kimenete, egy k kabelnagysaghoz és egy R logikai hal6zathoz,
melynek k bemenete és k kimenete van, legyen

N’ = Cab(N,R)

a logikai hélézat, melyet a kovetkez6képpen kapunk. A bemenetek ugyanazok,
mint N-nek. Az N' minden vezetékét egy k vastagsdgu kébellel helyettesitjiik, és
N minden kapujat helyettesitjiik egy végrehajt6 szervvel, amit egy olyan feldjité
szerv kovet, mely az R hédlézat masolata. Az Gj hal6zatnak k kimenete van: ezek
az N utolsé felwjit6 szervének kimeneteivel azonosak. %

Zaj nélkiili szdmitdsokban, minden bemend Boole-vektorhoz, A’ kimenete
ugyanaz, mint N-é, de k azonos példanyban.

4.8. Lemma. Léteznek olyan d,eg, 0,0 > 0 konstansok, és minden k kdbelvastagsigra
létezik eqy 2k nagysdgii R hdlozat < d bemenetszdmii kapukkal, a kovetkez0 tulaj-
donsdggal. Minden N logikai hilézathoz, melynek kapunagysiga 2 és nagysiga N, min-
den ¢ < gp-ra, az N' = Cab(N,R) hdlozat minden e-megengedett konfigqurdcidjdra,
annak a valdsziniisége, hogy N'-nek nem minden kibele 0-biztonsigos, kisebb, mint
2N (5).

Bizonyitds. Tudjuk, hogy talalhaté olyan d,« és v < 1/2, melyre minden k-hoz
létezik egy (d, a, 7y, k)-stirits. Valasszuk p-t tgy, hogy a kovetkezd egyenlStlenség
teljestiljon:

Y2+p)+p <1, (4.3)

és legyen
d=a/(2+p). (4.4)

Készitstink egy R felujito szervet egy (d, a, v, k)-stiritébsl. Tekintsiik az A halézat
egy v kapujét, és az N/ = Cab(N,R) hélozat megfelelé végrehajté és felujito
szervét. Becsiiljiik meg annak az E; eseménynek a valészinfiségét, hogy ennek
a kombindlt szervnek bemend kabelei d-biztonsdgosak, de kimend kabele nem.
Tegytiik fel, hogy a két bemend kabel biztonsagos: akkor a végrehajté szervnek
legfeljebb 20k kimenete fert6zott a bemend kébelek miatt: 4j fert6zés ezenkiviik
még Uj tévedések miatt is megjelenhet. Legyen E;; az esemény, hogy a végrehajto
szerv legaldbb tovdbbi pdk kimenetet fertéz meg. Ekkor P(E,;) < (%)Pﬂk,
a (4.2) becslést hasznalva. A végrehajto szerv kimenetei a feltjité szerv bemenetei.
Ha ezekbdl legfeljebb (2 + p) 0k = ak fert6zott, akkor, amennyiben a felujité szerv
tokéletesen mtikodik, a fert6zott vezetékek mennyisége (2 + p)dk-ra csokkenne.
Legyen E,; az esemény, hogy a feltjito szerv legaldbb tovabbi pdk vezetéket fertéz
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Nlog(N/¥6)

N nagysagu minden kapu
zajmentes € val6szintiséggel
téved

eredmény 0 valész. rossz

8. dbra. Megbizhat6 hélézat, egy zaj nélkiili hal6zatbol.

meg. Ekkor ugyanazt a becslést haszndlva, P(E;p) < (;—g)wk. Ha se E,, se Ep
nem kovetkezik be, akkor legfeljebb (2 + p)0k + pok < Ok ferté6zott vezeték
bukkan el a feltjit6 szervbdl (lasd (4.3)-t), tehat a kimend kabel biztonsagos. Tehat
E, C Ey1 UEy, ésigy P(E,) < 2(5—5)91%.

Legyenek V = {1,...,N} az N hélozat csticsai. Mivel az egész N’ hélozat be-
mend kabelei biztonsagosak, azt az eseményt, hogy taldlhat6 egy nem biztonsagos

kabel, az E; U Ep U - - - U Ey esemény tartalmazza: tehét valdszintisége legfeljebb
2N(;—§)P‘9k. O

44. Végjaték
A b. tétel bizonyitisa. Csak arra az esetre bizonyitjuk a tételt, amikor a szamitds
egy egyetlen bit kimenet(i logikai hdlézat. Az altaldnositds tobb bitre egyszerfi.
A 4.8. lemma olyan N’ hélézatot ad, melynek kimeneti kdbele biztonsagos, kivéve
egy legfeljebb 2N (;—;)Pﬁk val6szintiségli eseményt. Vélasszuk k-t gy, hogy ez
< 6/3 legyen:

E> log(6N/5).

> 4.5)
9
pdlog &=

30



Maér csak az van hatra, hogy ehhez a kimeneti kdbelhez egy kis halézatot il-
lessziink, mely a tobbségi értéket megbizhatéan el6hozza belble. Ez megtehet6
a 4. tétel segitségével, amely egy (k + 1)” nagysagti tigynevezett ,kéda” hélézatot
ad N’-hez. Nevezziik a kapott hél6zatot N/-nek.

Annak valészintisége, hogy a kimeneti kdbel nem biztonsagos, < /3. An-
nak valdszinfisége, hogy a kimeneti kabel biztonsdgos, de a ,kéda” halozat
téved, kisebb, mint 2e. Tehdt annak valdszintisége, hogy N hibazik, legfeljebb
2¢ +0/3 < 6, haszndalva a § > 3¢ feltételt.

Becsiiljiikk meg N nagysdgat. A (4.5) egyenl6tlenség szerint valaszthatunk egy
k = O(log(N/?5)) kébelvastagsagot. Mivel |[N’| < 2kN,

IN"| < 2kN + (k+1)” = O(Nlog(N/5)).
O

4.9. Példa. Vegyiik a 4.6 példa konstansait, és 9-t (4.4)-bol: akkor g = 1077, d = 41,
v =04, p=0.14, a« = 0.15, ¢ = 0.07, tehit
N
pd1n 22

egq

~ 6.75.

Ha most k-t a lehetd legkisebbre vilasztjuk, akkor k ~ 6.75In(N/6). Ha 6 = 1078,
N = 10'2, akkor ez a k = 323 kdbelvastagsigot engedi meg. Rdaddsul ehhez az igazin
kellemetlen kabelvastagsighoz, a ,kéda” hdlozat nagysiga (k +1)” ~ 4 -10Y, ami az N
hilozat egészét domindlja (noha N — oo esetén aszimptotikusan elhanyagolhato). &

Amint a 49 példa mutatja, a redundancidnak a fenti bizonyitasbol
kiszamolhat6 dra a gyakorlatban elfogadhatatlan. Az O(log(N/J)) faktor jol
hangzik, mert csak logaritmikus a szdmitds nagysdgdhoz képest, és egy elég nagy
tobbségi kaput vélasztva (41 bemenet), a 6.75 szorz6 az O(-)-ban ugyancsak nem
mutat rosszul; de mégse varnank, hogy a megbizhatdsag ara ilyen nagy legyen.

Mennyire javithat6 ez a redundancia optimalizalassal, vagy mas
modszerekkel? A 6 gyakorlat azt mutatja, hogy egy valamivel szigortabb hibamod-
ellben (a hibdk fliggetlenek és azonos valdszintiségliek), tobb véletlenitéssel,
valamivel jobb konstansok érhet6k el. A 4.1, 4.2 és 4.6 gyakorlatok a ,kéda”
halézatot javitgatdk. De ezeknek a javitasoknak egyike se hozza a redun-
danciat elfogadhat6é szintre. Még ha eltekintiink is a véletlen valasztdssal jar6
kellemetlenségektdl (ezen valamennyire lehet segiteni), maguk a koncentratorok
nagyok és tigyetlenek. A baj valészintileg azzal van, hogy kiindulé modellnek
logikai hdal6zatokat valasztottunk. Egy 4ltaldnos logikai hdlézatot nem lehet
természetes médon nem-konstants nagysagu részegységekre bontani, és igy a
megbizhat6sdgi problémat modulérisan kezelni.
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4.5. Stirit6k konstrukciéja

Ez az alfejezet az el6z6knél vazlatosabb, és némi linedris algebrai tudast feltételez.

Megmutattuk, hogy stirit6k léteznek. Milyen koltséges egy (d, a, v, k)-stirit6t
taldlni, mondjuk a d = 41, « = 0.15, v = 0.4 paraméterekkel, mint a 4.6 példaban?
Determinisztikus algoritmust hasznélva, végigkereshetnénk a koriilbeliil 4* paros
d-félreguldris grafot. Ezek mindegyikében végigprobédlhatnank az Osszes < ak
nagysagt bemeneti halmazt: mint tudjuk, ezek szama < (e/a)** < 2k Min-
den részhalmaz ellendrzésének koltsége O(k), tehdt a mfiveletek teljes szama
O(k(24)*). Bér ez a szam exponencialis k-ban, emlékezziink r4, hogy hibajavité
konstrukciénkban k = O(log(N/J)), ahol N a zajmentes hélézat nagysdga: a
stirit6keresés teljes mtiveletszdma tehat N-ben polinomialis.

A 6. tétel bizonyitdsa mutatja, hogy egy véletlentil valasztott d-félregularis
péros graf nagy valoszintiséggel stirit6. Van tehat egy gyorsabb, randomizalt algo-
ritmus stiritd generdldsara. Vélassz egy véletlen paros gréfot, ellendrizd, stirit6-e:
ha nem, kezdd el6rél. Atlagban konstans sok ismétlés utdn megallhatunk. Ez az
algoritmus gyorsabb, de még mindig exponencidlis k-ban, mert minden ellen6rzés
Q(k(e/a)**) mtiveletbe kertiil.

Van-e explicit konstrukci¢ sfiritére, k-ban exponenciélis keresés elkeriilésével?
A vélasz igenld. De ebben a fejezetben csak azt mutatjuk meg, hogy a sfirit
tulajdonsdg egy bizonyos linedris algebrai tulajdonsagbol kovetkezik, amit poli-
nomidlis idében ellendrizni lehet. Ismeretesek explicit médon megadott grafok,
melyek ezzel a tulajdonséggal rendelkeznek. Leginkdbb ezeket nem s{irit6, hanem
tagito tulajdonsaguk miatt keresik (1asd a 4.3 gyakorlatot).

Ha v, w vektorok, akkor legyen (v, w) a skaldris szorzatuk. Egy 2k csticst d-
félregularis paros multigraf egy M = (m;;), incidencia mdtrixszal definialhato, mely-
ben m;; azon élek szama, melyek a j bemenetet az i kimenethez koétik. Legyen
e a csupa egyes (1,1,...,1)T vektor. Ekkor Me = de, tehat e sajitvektora az
M métrixnak, a d sajdtértékkel. S6t, d az M legnagyobb sajatértéke. Valdban, a
|x|1 = Y |xi| jeloléssel, minden x = (x1, ..., xx) sorvektorra |[xM|; < |x|;.

7. Tétel. Legyen G az M midtrix dltal definidlt multigrdf. Minden <y > 0 és

1w < dyy/2 (4.6)

értékre létezik olyan a > 0, hogy ha az M* M mitrix mdsodik legnagyobb sajitértéke 2,
akkor G egy (d, w, 7y, k)-stiritd.

Bizonyitds. Az M’ M matrix legnagyobb sajatértéke d2. Mivel szimmetrikus, van
ortogondlis egység hossztisagu e, . . ., e sajatvektorokbdl 4116 bazisa, a

)\%2...2)\%
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sajatértékekkel, ahol Ay =d, ey = e/ Vk.

Emlékezziink, hogy az {e;} ortonormadlis bazisban minden f vektort az f =
Yi(f,e;)e; médon fejezhetiink ki. TetszSleges f vektorra, az |Mf|? értéket a
kovetkezdképpen becsiilhetjiik.

IMf? = (Mf,Mf) = (f, M'Mf) = }_Ai(f,e)
<A (fe)? +p? Y (fe) <& (f,e)* +p*(f, f)

i>1
= &(f, )" /k+12(f, f).

Legyen most A C {1,...,k} egy ak nagysagt halmaz, és legyen f = (f1,..., fi)',
ahol f; = 1, haj € A, és 0 kiilonben. Ekkor a Mf vektor i-edik koordinatdja
azon élek d; szamat adja, melyek az A halmazbdl az i csticsba érkeznek. Tovabba,
(f,e) = (f, f) =|A| az A elemszdma. Azt kapjuk, hogy

Y. di = [MfI> < d(f,e)*/k+ 2 (f, f) = d*a’k + pak,

k1Y (di/d)* < o+ (p/d) .

1

Tegytik fel, hogy cak olyan i cstics van, melyre d; > d/2, akkor ebbdl
cx < 4(;1/1;1)204 + 4a?

kovetkezik. Ilyen médon, mivel (4.6) miatt 4(u/d)? < -, ha « elég kicsi, akkor M
egy (d,a, v, k)-sUritd. O

A (4.6) feltétel enyhithets. Valdjaban elegendd olyan grafokat keresni, nagy k-
ra, melyekben y/d < ¢ < 1, ahol d, c konstansok. Ehhez definialjuk két 2k elemi
péaros multigraf szorzatat a megfelel matrixok szorzataval.

Tegytik fel, M szimmetrikus: akkor masodik legnagyobb sajatértéke y, és M"
két legnagyobb sajatértékének ardnya (y/d)". Tehat elég nagy r-re a M’ matrix
ki fogja elégiteni a (4.6) feltételt. Sajnos a hatvanyozas a d fokszdmot megnoveli,
valészinfileg méginkabb eltdvolitva minket a gyakorlati megvaldsithatosagtol.

Azt talaltuk, hogy létezik konstrukci6é egy kivant paraméterekkel rendelkez6
stiritére, ha csak taldlunk tetszbleges nagy 2k nagysdga multigrafokat, szim-
metrikus M matrixszal, melyekben a két legnagyobb sajatérték aranya egy k-t6l
fiiggetlen ¢ < 1 konstans alatt van. Ilyen multigrafokra kiilonb6z6 konstrukciok
léteznek (a torténeti visszatekintésben adunk néhdny utalast ezekre). A sajatérték-
arany becslése egyik esetben se nagyon egyszerfi.
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4.6. Gyakorlatok

4.1. Gyakorlat. Az 5. tétel bizonyitdsa egy (k + 1)” nagysdgu ,kéda” hélézatot
hasznél. Miutan bebizonyitottuk, természetesen ezt a tételt a befejez6 tobbségi
érték kiszamitasara is haszndlhatjuk: ez a ,koéda” halézat nagysagat O(klogk)-ra
csOkkentené. Proébaljuk ki ezt a fent hasznélt numerikus példakon, hogy lassuk,
lényeges javulashoz vezet-e.

4.2. Gyakorlat. A 6. tétel bizonyitdsa olyan k-bemenetd, stirit6-tulajdonsagt péros
grafokat is nyujt, melyeknek csak k' < 0.8k kimenete van. Az 5. tétel bi-
zonyitasdban szerepld , kéda” halézat talan csokkenthetd tobb ilyen stirité egymads
utdn kapcsoldsaval. Probdljuk ezt ki, annak szem el6tt tartdsaval, hogy k
csokkenésekor a (4.2) egyenl6tlenség ,,exponencidlis” hibabecslése gyengiil.

4.3. Gyakorlat. Egy d-félreguldris paros multigrafot, melyben a k bemenet hal-
maza A és a k kimenet halmaza B akkor neveziink (d,a, A, k)-tdgitonak (ex-
pandernek), ha a kovetkezd tulajdonsdggal bir: minden E C A halmazra, ha
|[E| < ak, akkor B-nek legalabb Aak eleme van E-vel 0sszekotve. Bizonyitsuk
a kovetkezd tételt, mely a 6. tétel analdgja: Minden A < d esetén létezik egy
olyan &, hogy minden k > 0-ra van (d,a, A, k)-tagits. [Utmutatds: A 6. tétel bi-
zonyitdsahoz hasonléan mutassuk meg, hogy egy véletlen d-félreguléris multigraf
nagy valdszinfiséggel tagito.]

4.4. Gyakorlat. Egy zajos logikai hal6zatban legyen F, = 1, ha a v cstics kapuja
téved, és 0 kiillonben. Tovabba legyen T, = 1, ha v fert6zott, és 0 kiilonben.
Tegyiik fel, hogy az F, valészinfiségi valtozok eloszlasa nem fiigg a bemeneti
Boole-vektort6l. Mutassuk meg, hogy akkor a T, valdszintiségi véltozok egytittes
eloszlasa is fliggetlen a bemenetvektortol.

4.5. Gyakorlat. Ez a gyakorlat a 3.1. gyakorlat eredményét terjeszti ki véletlen
bemenetvektorokra: megmutatja, hogy ha egy véletlen bemenetvektorban csak
kevés hiba van, akkor a 2.5. gyakorlat M iterdlt tobbségi szavazdsa még mindig
miikodhet rajta, amennyiben a bemeneti vezetékeket véletleniil dtrendezziik.
Legyen k = 37, és legyen j = (j1,...,jx) egy ji € {1,...,k} egész szdamokbol
all6 vektor. A C(j) logikai halézatot a kovetkez6képpen definidljuk. Ez a halézat
veszi az x = (x1,...,Xx) bemenetvektort, kiszdmolja az y = (y1,...,yx) vektort,
ahol y; = x;, (mas szoval, egyszerlien egy vezetéket visz a j; bemenetcstcstol a
,k0zbiils8” i csticshoz), majd beadja y-t az M} hél6zatba.

Jeloljik C(j) (esetleg véletlen) kimenetbitjét Z-vel. Minden rogzitett x be-
menetvektorhoz, feltéve, hogy tobbségi kapuink egymastol fliggetleniil < e < a/2
valdszintiséggel tévednek, legyen q(j, x) := P[Z = 1]. Tegylik fel, hogy a bemenet
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a (nem feltétlentil fiiggetlen) Boole valészintiségi véaltozok egy X = (Xy,..., Xk)
vektora, melyre p(x) := P[X = x]. Az |X| = }; X; jeloléssel, tegyiik fel, hogy
P[|X| > ak] < p < 1. Bizonyitsuk, hogy a j vektornak létezik olyan vélasztasa,
melyre

Y p(x)4(j, x) < p +max{10¢, 0.3(x/0.3)>}.

Ez a vélasztas fiigghet az X véletlen vektor eloszlasatol. [Utmutatds: Valasszuk a j
vektort (és ezzel a C(j) hal6zatot) véletlentil, azaz mintegy | = (J4,. .., Jx) véletlen
vektort, ahol a J; valészintiségi valtozok fiiggetlenek, és egyenletes eloszlastiak
{1,...,k} felett, és legyen s(j) := P[] = j|. Bizonyitsuk a kovetkezét:

Zs(]) Zp(x)q(j,x) < p + max{10g, O.3(oc/0.3)2k}.
]' x

Ehhez, cseréljiikk fel a x és j szerinti atlagoldst, majd vegyiik észre, hogy
Z]- s(7)q(j,x) a Z = 1 valdszintisége, ha a J; ,drétokat” véletleniil, ,menetkdzben”
valasztjuk a halézat szdmolasa sordn. ]

4.6. Gyakorlat. A 4.4. gyakorlat jelolésével tegyiik fel, mint ott, hogy az F,
valdszintiségi véltozok eloszlasa nem fiigg a bemeneti Boole-vektortol. Vegyiik
a 4.7. definiciéban bevezetett Cab(N, R) logikai halézatot, és definidljuk a T =
(Ty, ..., Ty) véletlen Boole-vektort, melyben T; = 1, ha az i-edik kimeneti cstics
fertézott. Alkalmazzuk a 4.5. gyakorlatot annak megmutatasara, hogy 1étezik egy
C(j) halozat, melyet a kimend csticsokhoz illeszthetiink, és amely a , kéda” halézat
szerepét jatszhatja az 5. tétel bizonyitdsdban. A C(j) nagysaga csak linedris k-ban,
nem pedig (k + 1)7, mint abban a bizonyitidsban. De a hibak eloszlasardl kicsit
tobbet tettiink fel, ezenkiviil a j ,drétozas” fiigg a Cab(N, R) halézattol.
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9. dbra. Bit-tarol6 elem

V4

5. A megbizhat6 informdaci6tarolas problémadja

5.1. Utemezett hilézatok

A kozonséges szamoldsoknak egy eleme felt(inden hianyzik a fent leirt logikai
halézat modellbdl: az ismétlések. Egyes miiveleteket megismételni csak akkor lehet,
ha a szamol6 egységek munkdjat iddzitjiik, és az egymadst kovetd 1épések kozott
a részeredményeket tdroljuk. Pillantsunk megint a halézattervez6 rajzaira: olyan
egységeket is latni fogunk, mint a 9. dbran. Ezeknek egy bemend éle van, és nincs
logikai mftivelet hozzajuk rendelve; bit-tdroléknak fogjuk 6ket hivni. A bit-tarolét
egy kozponti 6rajel-generator vezéreli (ez nem lathat6 az abran). Minden 6rajelre a
bemend élen érkez6 logikai érték atugrik a kimend élekre, és a , taroléban marad”.
A 10. dbra mutatja bit-tarol6k lehetséges felhasznéldsat egy hal6zatban.

5.1. Definicié. Egy iitemezett hilézatot a Q teljes bazis felett formaélisan a logikai
halézatokhoz hasonléan adunk meg (lasd (2.1)). A hélézat ugyancsak hasonléan
definidl egy G = (V,E) grafot is. Emlékezziink, hogy a csticsokat az 1,..., N
természetes szdmokkal azonositottuk. Minden v nem-bemeneti csticshoz vagy
egy by, kaput rendeliink, mint azeldtt, vagy egy bit-tdrolét: ez esetben k, = 1
(csak egy ,argumentum” van). Nem kivanjuk, hogy a gréf aciklikus legyen, de
megkivanjuk, hogy minden irdnyitott ciklus (ha van ilyen) legaldbb egy bit-tarolén
haladjon 4t.

A hélézat mtikodésétat = 0,1,2,...-eljelzett draciklusok sorozatdra bonthatjuk
fel. A t-edik 6raciklus bemenet-vektorat jelsljiik x' = (x!,..., x!)-vel, a bit-tarolok
allapotat s' = (sf,...,s})-vel, és a kimenet-vektort y* = (y},...,yk,)-vel.

A hélézatnak az a része, mely a bemenetektdl a bit-tarolokhoz megy, két Boole-
vektorfiiggvényt definial: A : {0,1} x {0,1}"* — {0,1}" és T : {0,1}* x {0,1}"" —
{0,1}k. Az iitemezett halézat miikodését a kovetkezd egyenletek irjdk le (lasd
a 11. dbrat, mely nem mutatja a bemeneteket és kimeneteket).

B — (st &), (5.1)

y' = A(sh,x!), s
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atvitel H—»‘—

10. dbra. Egy hal6zat része, mely két bindris szdm, x és y, Osszegét szdmitja ki. Az x
és y szamjegyeit a legkisebb helyiértéktdl kezdve taplaljuk be a bemeneteken. Az
Osszeg szdmjegyei a kimeneti élen bukkannak el6. Egy bit-tarol6 6rzi az atviteli
szamjegyet.

&

Gyakran, a hdlézat szamoldsa folyaman nincsenek kimenetek és bemenetek,
ezért az (5.1) egyenleteket igy egyszertisithetjiik:

st = 7(sh). (5.2)

Hogyan hasznaljunk egy ilyen egyenlettel leirt titemezett hdl6zatot szdmolasra?
Valamilyen kezdeti értékeket frunk a bit-tarolokba, majd a logikai értékek
hozzarendelését tovabbvissziik a logikai kapukat haszndlva, az adott 6racikluson
beliil. Ezutdn kiildiink egy orajelet a memoridba (a bit-taroloknak), ez erre 4j
értékeket ir kimeneti éleire (melyek azonosak a hdl6zat bemeneti éleivel). Ezutdn
kiszamoljuk az Gj hozzédrendelést, és igy tovabb.

Hogyan szamolhatunk ki egy f(x) fiiggvényt egy ilyen halézat segitségével? Itt
egy lehetséges konvencié. Beirjuk az x bemenetet (csak az els6 1épésben), aztdn
jaratjuk a halézatot, amig csak egy extra kimend élen nem jelzi, hogy a tobbi ki-
mend él tartalmazza a vart f(x) eredményt.

5.2. Példa. Ez a példa a fentitdl eltérd konvenciot haszndl: a hilézat minden lépésben

1ij bemend biteket kap, és az eredményt folyamatosan szolgdltatja. A 10. dbra bindris
dsszeaddjiban legqyen u' és o' a két bemend bit a t-edik ciklusban, legyen c' az dgtvitel, és w'
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logikai halézat
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11. dbra. Egy ,szamitégép” memoriabdl (bit-tarolokbol) all, és egy azt vezérld
logikai hal6zatbdl. Egy szimitds nagysigit a szamitégép-nagysdg és a lépésszdm
szorzataval definidlhatjuk.

a kimenet ugyanabban a ciklusban. Az (5.1) egyenletek most a kivetkezo formit kapjik:
w=ut@ot ad, ot =Maj(u!, o', ),

ahol Maj a tobbségi szavazds miivelete. &

5.2. Informdciotarolas

Az iitemezett hdlézat érdekes parhuzamos szdmitégép modell, de adjunk most
csak egy olyan feladatot neki, amely trivialis a zajtalan esetben: informéciétarolast.
Bizonyos mennyiségti informdciét szeretnénk tarolni olyan médon, hogy egy idé
utan el6 tudjuk venni, annak ellenére, hogy a hal6zatban tévedések fordulnak el6.
Ebben az esetben a fent bevezetett T dtmenetfiiggvény nem lehet egyszertien az
identitas: hibajavité miiveleteket kell végrehajtania. Természetesen adddik, hogy
az el6z6 alfejezetben targyalt feliijito szerveket hasznaljuk. Tegyiik fel, hogy k
memoriacellat (bit-tarolot) szenteliink egy bit informadci6 taroldsdra. Nevezziik ezt
a k-ast biztonsigosnak, ha a helyes értékt6l eltéré6 memoriacellak szdma valamilyen
¥k kiiszob alatt van.

Legyen a halézat maradék része egy (d,a,y, k)-stiritére épitett feltjité szerv,
melyben & = 0.99. Tegyiik fel, hogy a bemend kabel biztonsdgos. Ekkor annak
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valészintisége, hogy az atmenet utan a kimend kabel (és igy az tj allapot) nem biz-
tonsagos, O(e~F) lesz valami c konstanssal. Tegyiik fel, hogy a halézatot t 1épésen
at mikodtetjiik. Ekkor annak val6szintisége, hogy az allapot nem biztonsigos
ezen lépések valamelyikében, O(te~F). Ez kicsi, amennyiben t lényegesen kisebb,
mint e%. Ha m bit informaciét tarolunk, akkor annak valészintisége, hogy ezen
bitek barmelyike valamelyik lépésben elveszti biztonsagat, O (mte=").

Ha szigortavéa akarjuk tenni targyaldsunkat, az titemezett hal6zatokra is hi-
bamodellt kell bevezetni. Mivel csak olyan egyszerti T dtmenetfiiggvényeket fo-
gunk vizsgélni, melyekben csak egyetlen szdmolasi 1épés torténik a t és t 41
id6pontok kozott (akarcsak a fenti tobbségi szavazasban), modelliink is egyszerti
lesz.

5.3. Definicié. Tekintsiink egy {iitemezett hdl6zatot, melyet az (5.2) egyenlet ad
meg: allapotat ekkor minden t = 0,1,2,... id6pontban az s' = (s, ...,s!) bitvek-
tor irja le. Legyen Y' = (Y!,...,Y}) a véletlen bitvektorok sorozata t = 0,1,2,...-
re. A (3.1) egyenlethez hasonléan legyen

Ziy=1(YH oyl (5.3)

Ekkor Z;; = 1 azt jelenti, hogy az (i, t) téridé pontban tévedés torténik. Az {Y'}
sorozatot e-megengedettnek nevezzik, ha a (3.2) egyenl6tlenség all a t = 0 utdn
bekovetkez6 téridé pontok minden véges C halmazara. &

Az imént emlitett felGjit6-szerves konstrukcidval m bit informaciét T 1épésen at
lehet tartani, ha

O(mlog(mT)) (5.4)
memoriacellat hasznélunk. Pontosabban, az YT kabel nagy valészintiséggel biz-
tonsdgos lesz minden megengedett Y! (t = 0,...,T) evoltcioban. Lehet ezen

javitani?

A megbizhaté informdciétarolas feladata rokon az informdcio-tovibbitds fela-
dataval: egy feladé egy x iizenetet at akar juttatni egy zajos csatorndn egy cimzettnek.
Csak éppen itt felad6 és cimzett ugyanaz a személy, és a zajos csatorna csak
az id6 folydsa. Most ezért el6szor bevezetjiik a megbizhaté informéacidatvitel
néhany alapfogalmat, azutan pedig alkalmazzuk ezeket egy adattarol6 rendszer
készitésére, mely gazdasdgosabb, mint a most latott naiv ismétléses megoldas.

5.3. Hibajavité kédok
5.3.1. Hibafelismerés

Informdaciévédelem céljdgra az ismétléses modszernél hatékonyabban is
hasznédlhatunk redundanciat. Még azt is megprobélhatjuk, hogy az iizenethez
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csak egyetlen tovabbi bitet tesziink hozzd. Legyen x = (x1,...,x¢), (x; € {0,1}) a
védeni kivant sz6. Képezziik az

x7:x1@...@x6

hibajavité bitet. Példaul, x = 110010, ¥ = 1100101. Ha x' = (x1,...,x7)
kédszavunkat zajnak tessziik ki, egy 4j szo6vd, y-na véltozik 4t. Ha y az x/-t6l csak
egyetlen megvaltoztatott bitben kiilonbozik, akkor ezt felismerjiik, mert szavunk
megszegi az

Nne---oy; =0
hibaellendrzo Osszefiiggést. A hibat nem tudjuk kijavitani, mert nem tudjuk, melyik
bit romlott el.

5.3.2. [Egyetlen hiba javitasa

Ha javitani is akarunk hibakat, akkor tobb hibaellen6rzé bitet kell csatolni az
tizenethez. Prébalkozhatunk két tovébbi bit hozzaadédsaval:

xg = X1 D x3 D X5,
X9 = X1 D X2 D X5 D Xg-

Ekkor a romlatlan y szénak a kovetkezd hibaellen6rz6 dsszefiiggéseket kell tel-
jesiteni:
yl@@y7:0,
y1©Ys©Ys Dys =0,
i@y @Ys ®Ye Dyo =0,

vagy matrix jeloléssel Hy mod 2 = 0, ahol

111111100
H=|101010010])=(hy... ho).
110011001
Eszrevehetjikk, hogy hy = hs. A H maétrixot hibaellendrz6 mdtrixnak, vagy

parossig-ellendrz0 mdtrixnak nevezik. A hibaellen6rz6 osszefiiggéseket mds médon
a kovetkezd formaban irhatjuk:

yih @ - - ®yshs @ --- & yohg = 0.

Most, még ha y csak egyetlen helyen van is elrontva, sajnos még mindig nem
javithat6: mivel h; = hs, a hiba lehet az 1. vagy az 5. helyen, nem tudnéank ezt a két
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12. dbra. Adatatvitel zajos csatorndn

esetet megkiilonboztetni. Ha viszont H hibaellen6rz6 métrixunkat tgy valaszjuk,
hogy a hy, hy, ... oszlopvektorok mind kiilonbozok (persze nullatél is), akkor ha csak
egy hiba van, az javithat6. Valéban, ha a hiba a 3. helyen van, akkor

Hy mod 2 = hs.

Mivel a hy, hy, ... vektorok mind kiilonb6z6k, ha a h3 vektort latjuk, kovetkezteth-
etjiik, hogy az y3 bit romlott el. Ezt a kodot a Hamming-kédnak nevezik. Péld4ul, a
kovetkezd hibaellen6rz6 métrix definidlja a 7 nagysagtit Hamming-kédot:

00
10| =(h,.... hy). (5.5)
01

Altaldban, ha s hibaellensrzé bitiink van akkor kédunk nagysdga 2° — 1 lehet,
igy az informadciotarolds (,,lizenet”) szdmdra fennmaradé bitek, az informdcié-bitek
szdma m = 2° —s — 1. Tehat ahhoz, hogy m informé&ciébitet egyetlen hibatol
megvédjen, a Hamming-kdéd ~ logm tovabbi, hibajavit6 bitet igényel. Ez sokkal
jobb, mint minden bitet 3-szor ismételni.

5.3.3. Koédok

Foglaljuk 6ssze a hibajavit6 felalldst altaldnosabb formdban. Zaj elleni védelem
céljabol a felad6 kddolja az x iizenetet a ¢, kodolo fiiggvény segitségével egy ¢.(x)
hosszabb sorozatba, amelyrdl az egyszertiség kedvéért feltessziik, hogy bindris.
Ezt a kédszot a zaj egy y sorozattd valtoztatja. A cimzett megkapja y-t és a ¢*
dekoddolé fiigguényt alkalazza ré.

5.4. Definicié. A ¢, : {0,1}"" — {0,1}" és ¢* : {0,1}"* — {0,1}™ fuiggvénybdl 4ll6
part kédnak nevezziik, ha minden x € {0,1}"-re ¢*(¢.(x)) = x teljesiil. Az x €
{0,1}" szavakat iizeneteknek nevezziik, az y = ¢.(x) € {0,1}" formdju szavakat
kédszavaknak. (Néha a kédszavak halmazat egymagdaban is kddnak nevezik.) Min-
den x tizenethez, a Cy = {y : ¢*(y) = x} sz6halmazt az x dekddolo halmazinak
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nevezziik. (Természetesen a dekddolé halmazok diszjunktak.) Az
R=m/n

szamot a kod sebességének (ritdjinak) nevezziik.

Azt mondjuk, hogy kédunk t hibdt kijavit, ha minden x € {0,1}" tizenetre, ha
az y € {0,1}" megkapott sz6 a ¢.(x) kddszo6tol legteljebb t helyen kiilonbozik,
akkor ¢*(y) = x. o

Ha a sebesség R, akkor az n-bit kddszavak Rn bit hasznos informéciét hordoz-
nak. A dekédol6é halmazok nyelvén, a kéd t hibét javit, ha minden dek6dol6 Cy
halmaz minden olyan szét tartalmaz, mely a ¢.(x) kodszotol legteljebb t jelben
kiilonbozik (ezeknek a szavaknak a halmaza egyfajta t sugart ,gomb”).

A Hamming-kéd egy hibat javit ki, és sebessége kozel 1. A hibajavité kodokkal
kapcsolatos egyik fontos kérdés az, mennyire kell a sebességet csokkenteni, ha
tobb hibat akarunk kijavitani.

A kod-jelolések hasznélatdval most megfogalmazhatjuk ennek a fejezetnek az
informéci6taroldsra vonatkoz6 f6 eredménysét.

8. Tétel (Informaciotarolds halézatban). Léteznek €, b, R > 0 konstansok, a kovetkezd
tulajdonsdggal.  Minden m-re, minden n > m/R-re létezik eqy (¢« ¢*) kéd m
iizenethosszal és n kédszéhosszal, és egy O(n) nagysigii N iitemezett logikai hilézat n
bemenettel és n kimenettel, és a kovetkez0 képességgel: Tegyiik fel, hogy a 0-dik idopontban,
a hdlézat memoriacelldi eqy tetszéleges Yo = ¢.(x) kodszot tartalmaznak. Tegyiik
fel tovdbbd, hogy a hdlézat Y1,Y»,...,Y; dltal leirt miikodése e-megengedett. Ekkor
P[¢*(Yy) # x] < te™t".

A tétel azt mutatja, hogy lehetséges m bit informdciét t 1épésen at tarolni, egy
O(max(logt, m))

nagysagu iitemezett hal6zatban. Amig a térolasi t id6 az exponencidlis e korlat
alatt marad egy bizonyos c konstansra, addig ez a hal6zatnagysédg csak konstanss-
zor nagyobb, mint a tarolt informacié m mennyisége. (Amikor kiilon feldjité sz-
ervet hasznaltunk minden bithez, akkor tovébbi log m szorzoéra volt sziikség: lasd
(5.4).) A tétel hallgat arrdl, milyen nehéz kiszdmolni a ¢, (x) k6dsz6t az indulédskor,
és milyen nehéz a ¢*(Y;) dekddolas a végén. S6t, ezt a két miiveletet is kivanatos
lenne zajttir6 médon kivitelezni. Mindkét feladat megoldhato, de a jelen fejezetben
magdra az informéciotaroldsra koncentralunk.
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5.3.4. Linearis algebra

Miutdn tobbet is fogunk bitmatrixokkal foglalkozni, kényelmes bevezetni az
F2 = ({01}, +)

algebrai struktirat, ami egy kételem{i test. Az dsszeaddst és szorzast Fo-ben mod-
ulo 2 definidljuk (persze ez a szorzést illet6en nem valtozas). Ugyancsak érdemes
a binaris sorozatok {0,1}" halmazéat az n-dimenziés vektortér I} struktdrajaval
felruhdzni. Az elemi linedris algebra legtobb tétele és algoritmusa tetszbleges
test felett is érvényes: tobbek kozott, definidlhatjuk egy matrix sor-rangjat, mint
a linedrisan fliggetlen sorok maximdlis szdmét, és az oszlop-rangot hasonléan.
Ekkor tétel az, hogy a sor-rang egyenld az oszlop-ranggal. Mostantdl, biteken
és bitvektorokon végzett algebrai mtiveletek esetében + jelet frunk @ helyett,
amikor ez nem okozhat félreértést. Helymegtakaritds céljabol, oszlopvektorokat
néha vizszintesen fogunk irni: azaz

X1

— (xll' . -lxn)Tl

Xn
ahol AT jeloli az A méatrix transzponaltjat. Az F}, vektortér feletti identitds matrixot
I
jeloli.
5.3.5. Linearis k6dok
Altaldnositsuk a Hamming-kéd gondolatit.

5.5. Definicié. Egy (¢, ¢*) kod m {izenethosszal és n kédszéhosszal linedris, ha
az Uzenet- és kodvektorokat az [, test feletti vektoroknak tekintve, a kodold
fiiggvényt a

§.(x) = Gx
képlet adja meg, ahol G egy m x n matrix, amit a kéd generdlé mitrixinak neveznek.
Az m szam a kod informdcio-bitjeinek szama, a

k=n—m

szam pedig a hibaellendrz0 biteké. &
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5.6. Példa. A H midtrixot (5.5)-ben irhatjuk igy: H = (K, I3), ahol

Ekkor a hibaellendrz0 0sszefiiggés igy irhato:

Iy y.l
y = _K .

Ys.

Amint latszik, az vy, . .., y4 biteket tekinthetjiik a kod iizenet-bitjeinek, vagy ,informdcié-
bitjeinek”, és ezzel a Hamming-kod linedris kéddd valik, az (14, —K)T generdlé mdtrixszal.
(Persze, —K = K az T, test felett.) &

A kovetkezé allitds rutin linedris algebrai modszerekkel bizonyithatd, és
altalanositja a hibaellen8rz6 matrix és generdlé matrix kozotti kapcsolatot, amit
az 5.6 példaban lattunk.

5.7. Allitas. Legyen k,m > 0,ésn = m + k.

(a) Minden, az I test feletti n x m, m rangii G mdtrixhoz létezik eqy k x n, k rangii H
mdtrix, melyre
{Gx:xeFy}={yeF;:Hy=0}. (5.6)

(b) Minden, a Ty test feletti k x n, k rangii H mdtrixhoz létezik eqy n x m, m rangii G
mdtrix, mely az (5.6) egyenlOséget teljesiti.

5.8. Definicié. Jelolje |x| egy x vektor nemzéré elemeinek szamat: ezt az x silyinak
is fogjuk hivni. O

A kovetkez6kben kényelmes lesz kdédjainkat inkdbb a H hibaellen6rz6
maétrixbdl kiindulva megadni. Ha a matrix rangja k, akkor a kéd sebessége

R=1-k/n.

Az oszlopok barmely linearisan fiiggetlen S részhalmazat rogzithetjiik, ésazi € S
indexeket nevezhetjiik hibaellendrzd biteknek; az i ¢ S indexek lesznek ekkor az
informdcié-bitek. (Az 5.6 példdban S = {5,6,7}.) De fontos operdcidkat lehet
végrehajtani a kédon anélkiil, hogy bitjeit szétvalasszuk informacié-bitekre és hi-
baellen&rzd bitekre.
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5.4. Frissitok

Egyetlen hiba kijavitdsa nem volt tal nehéz; sokkal nehezebb hasonlé elrendezést
taldlni 2 hiba kijavitdsara. Pedig n bit taroldsandl altalaban en (azaz sokkal
tobb, mint 2) bitiink romlik el minden lépésben. Vannak leleményes és megle-
het6sen hatékony kodok (n-t8l fliggetlen) pozitiv sebességgel, melyek ennyi hibat
is kijavitanak. De az informdacié-taroléban a hibajavité mechanizmus maga is
zajban fog miikodni, ezért valami kiilonosen egyszerfit keresiink. Szerencsére
nem muszdj minden hibéat kijavitani: elég, ha alaposan csokkentjiik a szamukat,
akarcsak a feltjité szervben, amit megbizhat6 logikai hal6zatokhoz hasznaltunk
korédbban.

Az egyszerliség kedvéért hdlézatunk kapuiként olyan Boole-fiiggvényeket is
megengediink, melyeknek véltoz6-szdma nagy (bar konstans). Cserébe viszont
logikai halonk mélysége csak 1 lesz, a 4. fejezet felqjité szervéhez hasonléan.
Minden kapu kimenete egy memoriacella (bit-tdrolo) bemenete. Az egyszertiség
kedvéért a kaput és a memoriacellat azonositjuk, és sejtnek hivjuk. Minden 6rajelre,
a sejt leolvassa bemeneteit a tobbi sejttdl, egy Boole fiiggvényt alkalmaz réjuk,
és tarolja az eredményt (a kovetkez6 orajelig). Csakhogy most az egyes sejtek
altal kiszamolt Boole-fiiggvény kissé bonyolultabb lesz, mint a korabbi egyszer{i
tobbségi szavazas a bemend értékek kozott.

Pontosabban, feldjité miiveleteinket egy bizonyos k x n méreti H = (h;;)
pérossag-ellenérzé métrix segitségével definidljuk. Legyen x = (x1,...,x,)T egy
bitvektor. A j =1,...,n értékekre, legyen V] (a ,vertikalis” sz6bdl) azon i indexek
halmaza, melyekre hl-]- =1. Azi =1,...,k értékekre, legyen H; (a ,horizontélis”
sz6bdl) azon j indexek halmaza, melyekre h;; = 1. Ekkor a Hx = 0 feltételt ugy is
kifejezhetjiik, hogy minden i-re, } ey, x; = 0 (mod 2). A H; halmazokat pdrossig-
ellendrzé halmazoknak nevezziik. Mostantdl kezdve az i indexeket vizsgdlatoknak
fogjuk nevezni, a j indexeket helyeknek.

A

5.9. Definicié. Egy H linearis kod alacsony-stiriiségii pdrossig-ellendrz0 kéd a K, N >
0 korlatokkal, ha a kovetkezd feltételek teljestilnek:

(a) Minden j-re |V}| < K;
(b) Minden i-re |H;| < N.

Maés szavakkal, minden sor stlya legfeljebb N, és minden oszlop stlya legfeljebb
K.

Konstrukcidinkban a K, N korldtokat konstansnak tartjuk, mig a kédszavak n
hossza novekszik. Tekintsiik a helyzetet, amikor x egy k6dsz6, melyet néhany hiba
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elrontott. Ha az x; bit helyességét akarjuk ellendrizni, megvizsgélhatjuk az

S; = ZX]

JEH;

Osszegeket, az 0sszes i € Vj-re. Ha mindezek értéke 0, akkor nem gyanakodnank
arra, hogy x; hibds. Ha ezen 0sszegeknek csak egyike kiilonbozik 0-t6l, akkor
tudni fogjuk, hogy hibak vannak x-ben, de még mindig gondolhatjuk, hogy a
hiba nem az x; bitben van. De ha az dsszegeknek jelent6s hdanyada nem 0, akkor
gyanithatjuk, hogy x; a btinds, és javasolhatjuk megvaltoztatasit. Ez a gondolat
sugallja a kovetkezd definiciot.

5.10. Definicié. A K, N korlatokkal rendelkezd H alacsony-siirtiségii parossag-
ellen6rzé kédhoz egy frissitd miiveletet rendeliink, melyet az Gsszes j helyen
egyid6ben kell végrehajtani:

Allapitsuk meg, hogy az dsszes s; dsszegek kozott (i € Vj-re) tobb,
mint | K/2] kiilonbozik-e nullatol. Ha igen, billentsiik at az x; bitet.

Jeloljiik xH-val az x-b6l e miivelettel kapott vektort. Az 0 < a,7 <
1 paraméterekre, nevezzitk H-t egy (a,v,K, N, k, n)-frissitbnek, ha minden n
hossztisdgti x vektorra, melynek stlya |x| < an, az eredményvektor stlya igy
csokken: |xH| < yan. &

Konnyti észrevenni a stirit6khoz valoé hasonlésdgot. A kovetkezd lemma
a frissit6k alkalmazasat mutatja, és példat ad a linearis kédok hasznélatdnak
elényeire.

5.11. Lemma. EgQy («,, K, N, k, n)-frissit6 H midtrixhoz legyen x egy n-vektor és y egy
n hossziisdgii kédszo, melyekre |x — y| < an. Ekkor [x — y| < yan.

Bizonyitds. Mivel y kédsz6, tehat Hy = 0, amibdl H(x — y) = Hx kovetkezik.
Tehét a hibajavitds ugyanazokat a biteket billenti 4t x — y-ben, mint x-ben: (x —
H — (x—y) = x —x, azaz x —y = (x — y)H. Tehdt ha |x — y| < an, akkor

=yl = [(x — y)"| < yan. O
9. Tétel. Minden K > 11 korldthoz léteznek w,y, N és R > 0 paraméterek, melyekkel,
minden elég nagy n kédhosszhoz van egy («,y, K, N, k, n)-frissitd, legaldbb n — k > Rn

informdcio-bittel.

Alkalmazzuk ezt a tételt, miel6tt bizonyitjuk:
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13. &bra. Frissit6 hasznélata

A 8. tétel bizonyitdsa. A 9. tétel egy informdciétarolé berendezést ad. Valdban, az
x — xfI miiveletet megvalésithatjuk tgy, hogy az x vektor minden j bitj¢hez
egyetlen g; kaput haszndlunk, melynek legfelijebb KN bemenete van. Most ha az
|x — y| < an egyenlétlenség teljesiil valamilyen y kédszéra, az |xH — y| < yan
egyenlGtlenség kovetkezik. Persze minden kapu tévedhet < e valészintiséggel,
és 1j eltéréseket vezethet be, valami x’ vektort adva xf helyett. Legyen ec <
p < 1— . Ekkor akdrcsak kordbban, annak valdszintiségét, hogy tobb, mint
pan tévedés torténik, az exponencidlisan csokkend (es/p)°" kifejezés korlatozza.
Kevesebb, mint pn 1j eltéréssel még mindig |x' — y| < (v + p)an < an. O

5.12. Definicié. Definidljuk a tétel H frissit&jét.

El6szor, megfelel6 k', n’ pozitiv egész szamokat valasztunk. Egy véletlen k' x n’
nagysagu nemnegativ egész H' = (h;]) matrixot definidlunk a kovetkez6képpen.
Vélasszunk Kn' véletlen Iis € {1,.. ., k'} egész szamot s = 1,...,K-re, egymastol
fiiggetlentil, és legyen

= \/[ljs = 1.

S

Tehdt minden i-re K ,goly6t” dobalunk véletlentl a (j,1),...,(j, k") ,urnak”
egyikébe, és hfj = 1 mutatja, kertilt-e a (j, i) urndba goly6. Legyen

V]-:{i:hgj>0}, Hi:{j:h§j>0}.
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(Ez nem fog félreértést okozni, noha kordbban Vi,H; a H matrixhoz volt ren-
delve hasonlé médon.) A H' matrix H = (h;;) részmatrixat a kovetkez&képpen
definidljuk. Legyen R = {ry,..., 1} a H' azon i sorainak halmaza, melyekre
|Hj| < N, éslegyen C = {cy,...,c,} azon j oszlopok halmaza, melyekre Vi C R.
Ekkor

hij = hyc..

Tehat a H matrixot Ggy kapjuk, hogy csak azokat az i sorokat (vizsgalatokat)
tarjuk meg H'-bol, melyekre H; < N, és csak azokat a j oszlopokat (helyeket),
amelyeket ezek a sorelhagyasok nem befolyasolnak. &

5.13. Lemma. Minden elég nagy n’-re, ha k' = [0.7n"], akkor > 0.9 valdszinfiséggel a H
részmitrix k, n dimenzidi eleget tesznek a k' /2 < k < 0.8n feltételnek.

A lemma bizonyitdsat az 5.2 feladat vdzolja. Ennek a lemmaénak a segitségével
fogunk egy R > 0.2 sebességfi frissit6t késziteni.

Egy n'-dimenziés z vektorhoz definidljuk az n-dimenziés Le(z) vektort:
(Le(z)); = z, és egy n-dimenzids x vektorhoz, legyen Fel(x) a kovetkezd n'-
dimenzi6s vektor: (Fel(x)),, = xj, és (Fel(x)); = 0, has ¢ C. Dolgozhatunk
a H' matrixszal, még akkor is, ha végiil a H részmatrix hibajavit6 tulajdonséagai
érdekelnek minket. A kovetkez6, konnyen ellendrizheté egyenléség teszi ezt
lehet6vé:

xH = Le((Fel(x))"). (5.7)

Egy n’-dimenzids x vektorra legyen
EXZ{ij]'=1}.

Célunk megmutatni, hogy nagy valdszintiséggel olyan H' maétrixot kapunk a
véletlen valasztés utdn, hogy az |xH'| < yan dsszefiiggés minden x vektorra igaz
lesz, melyre Ex C C és |Ey| < an.

5.14. Definicié. Definialjuk a
T =|K/2]

kiiszobot.

— Egyj € C~ Exhely rossz, haazi € V; vizsgalatok koziil tobb, mint T olyan, hogy
H; N Ey # @. Legyen Rossz(x) a rossz helyek halmaza.

— Egy j € Ex hely j6, ha tobb, mint T olyan i € V; vizsgalat van, melyre H; N Ex =
{j}. Legyen J6(x) a j6 helyek halmaza.

&
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Szemléletesen, egy j € Ey ,hiba” hely akkor j6, ha H' biztosan kijavitja, és egy
j & Ex ,nem-hiba” hely akkor rossz, ha H' esetleg ,kijavitja”. Kénnyti latni, hogy
ha a j hely j6, akkor x]H/ = 0,éshaegy j ¢ Ex hely nem rossz, akkor x]H/ =0.

A kovetkez6kben feltessziik, hogy |x¥| < an egy megfeleléen kicsi a kon-
stansra. El6szor feliilr6l becstiljiik a rossz helyek szdmat, megmutatva, hogy
|Rossz(x)| < cjan egy alkalmasan kicsi ¢; konstansra. Ezutan alulrél becsiiljiik
a jo helyek szamat, megmutatva, hogy |x| < cpan vagy [Jo(x)| = (1 — c2)an egy
alkalmasan kicsi ¢ konstansra, ahol c; + ¢, < 1. Ebbdl a két eredménybdl az
kovetkezik, hogy 1x|H' < (1 4 cp)an, ezért v = ¢q + ¢, valaszthato a frissit6hoz.

5.15. Lemma. Legyen
cp >1/T. 5.8)

Ekkor létezik egy o > 0 konstans, melyre > 0.9 valdsziniiséggel a H' mitrix vilasztdsiban,
minden x € Fgl—re, ha |x| < an, akkor |Rossz(x)| < cian.

Bizonyitds. Rogzitsiink egy j helyet és egy x értéket. Minden s = 1,..., K értékre,
annak valdszintisége, hogy Hj, metszi az Ey halmazt, nem nagyobb, mint annak
val6szintisége, hogy a véletlen I; szam benne van a |, Vp halmazban, azaz
legfeljebb

Kan/k < Kan'/k' = Kan'/[0.7n"] < Ka /0.8,

ha n’ nagy. Annak valdszintisége, hogy j rossz legfeljebb akkora, mint annak
valdszintisége, hogy tobb, mint T ilyen s érték van:

K+1

. — " <
px = P[j € Rossz(x) ] < (T+1

) (Ka/0.8)T1,

Jeloljiik a jobboldalt Kja’+1-el. Minden a C \ E, halmazba esd j helyre, azok az
események, hogy j rossz, fliggetlenek. Legyen B = |x|/n, akkor C N Ey = (1 —
B)n. Becstiljiikk meg annak a valdszintiségét, hogy legaldbb cijan hely rossz a C
E. halmazban. Vezessiik be a cijan = f(1 — B)n jelolést (igy f = cia/(1 — B)).
Az (1.6) egyenlbtlenség ekkor ezt adja:

ep.\ SA=B)n
P[|Rossz(x)| > cian] = P[|Rossz(x)| = f(1 — B)n] < (%)

_ (M)W” _ (w)cm

1 1

< <(6K1/C1)C10461T>an.
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14. abra. A pottyok 1-esek a H matrixban, a fiigg6leges vonalak mutatjak a hibdkat,
a vizszintes vonalak pedig az eleven vizsgalatokat.

Legfeljebb Y <, (1) < (/)™ lehetséges valasztds van x-re, ha |x| < an (itt

az (1.8) egyenl6tlenséget hasznéltuk). Ezért

P[3x(|x| < an A |Rossz(x)| > cian) | < U(a)*",

ahol
U(a) = (e/a) (€K1/C1)C1(XC1T _ E(EKl/Cl)ClﬂéclT_l.
Ha « elég kicsi, akkor az (5.8) feltételbdl U (x) < 1 kovetkezik. O

A j6 helyek szamanak als6 korlatjat el6készitve, nevezziik a

We= ]V
jEEx

halmaz elemeit eleven vizsgilatoknak: ezek a vizsgdlatok taldlkoznak valéban
hibaval. A kovetkez6 lemma azt mutatja, hogy ha az eleven vizsgalatok szdma
a maximumhoz kozel van, akkor sok a j6 hely.

5.16. Lemma. Legyen 0 < d. Ha |Wx| > K|x|(1 —d), akkor [J6(x)| > (1 — 4d) |x|.

Altaldnosabban, T < K/2-re, legyen Uy, ..., U, egy halmazcsaldd, ahol |Uj| <K,
is legy;;i U]’ = Uj~ Uy, Us. Ha [U;Uj| > (1 —d)Kp, akkor |{j : |U]’| > T} >
1—4d)p.
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Bizonyitds. A specialis llitast az Ex = {s1,...,s,}, U; = V;; helyettesitéssel kapjuk
az altalanosabbdl. Legyen

U= Uu u=Ju, J={j:|uj>T}

Tegytik fel, hogy [{j : ]U]/| > T} < (1-4d)p, megmutatjuk, hogy akkor
|U| < Kp(1 —d), az eredeti feltevéssel ellentétben. Az |U| < |U'| + (Kp — |U'])/2
egyenl6tlenség abbol kovetkezik, hogy az U uniéhalmaz U \ U’ részében minden
elem legaldbb kétszer van fedve. Tovdbbd, c = 1 — 44 jeloléssel:

W <|JIK+(p—INT = pT+[J(K=T) < p(T +c(K-T)),
Ul < [U'| + (Kp = [U'])/2 = Kp/2 + |U'] /2
SKp/2+(pT+c(K=T))/2= (p/2)(K(1 +¢) + T(1 —¢))
< (P/2)(K(1+¢) + (K/2)(1 = ¢)) = Kp(3 +¢)/4 = Kp(1 - d).
U
A kovetkez6 lemma az 5.16. lemmaval egyiitt mar maga utdn vonja, hogy sok

jo hely van.

5.17. Lemma. Létezik olyan « > 0 konstans, hogy minden elég nagy n-re, > 0.9
valdszintiséggel a H' véletlen mitrix vdlasztdsdndl, minden olyan x vektorra, ha 4dan <
x| < an, akkor a

2.84°K > 1 (5.9)

egyenlétlenségbdl |Wy| > (1 — d)K|x| kovetkezik.
Bizonyitds. Rogzitsiink egy x vektort, és barmilyen W < {1,...,k’} halmazt,
melyre [W| < (1 —d)K|x|. A Wy C W esemény akkor kovetkezik be, ha

Iiy € W minden j € Eyre, éss = 1,...,K-ra. Ennek val6szintisége legfeljebb
(1 —d)K|x| /K )KI¥, ezért
K /\Klx]
P[|W. 1-d)K|x|] < 1—d)K|x|/k')"*.
115 < (1= Il < (e ) (= K1)

Jeloljiik a jobboldalt g1-el. A B = |x|/k jeloléssel, az (1.7) egyenl6tlenségbdl:

<<1_§>1<|x|)<<< d)Kp/e)(17EPE.
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Feltettiik, hogy 4da < B < a ésk’ = [0.7n"] > 0.7n, ezért

dKBK' 4d’Kaok' 2.842Kan
= <e1/dKoc> < <el/dKa¢> < (el/dKa> ,

ahol feltettiik még, jogosan, hogy « elég kicsi az e!/?Ka < 1 teljesiiléséhez is. Mint
az 5.15. lemma bizonyitdsaban, legfeljebb (e/x)*" lehet6ség van x szdmdra, ezért

P [3x(4dan < |x| < an A [Wy| < (1—d)K][x|)]

2.8d%2Kan

2 2 an
< (e/a)™ (e”‘ﬁ(a) _ <60.7CK+1K2.8d K 284 K—l> .

Mivel feltettiik az (5.9)-t, a zardjeles kifejezés kisebb lesz, mint 1, ha « elég kicsi. [

A 9. Tétel bizonyitisa. Megtelel6 c1,d szdmokat fogunk valasztani az (5.8) és (5.9)
feltételek teljesiiléséhez, tovabba legyen c; = 4d, v = c¢1 + c2. Az 5.15. lemma
szerint P[|Rossz(x)| < cjan] > 0.9 a H' matrix véletlen vélasztdsakor. Tegyiik fel
el6szor, hogy |x| < cpan, akkor

X7 < (c1 + co)an. (5.10)

Most pedig tegyiik fel, hogy coan < |x| < an. Ekkor az 5.17. lemma szerint
P[|Wy| > (1 —4d)K|x|] > 0.9 a H métrix véletlen vélasztasakor. Az 5.16. lemmébol
P[[]J6(x)| = (1 —c2)|x|] > 0.9 kovetkezik. Tehat a frissité6 miivelet az x vektornak
legfeljebb c|x| < cpan bitjét hagyja javitatlanul, azaz (5.10) teljestil, legalabb 0.8
valészinfiséggel.

Az van még hatra, hogy a c; és d paramétereket a (5.8) és (5.9) feltételek

teljesitésével vélasszuk. Példaul, K = 21-el, a c; = 0.15, d = 0.14 valasztas
v = ¢1 +cp = 0.71-et ad. Konnyti latni, hogy még akkor is, ha K = 11, lehet a
c1,d part gy vélasztani, hogy c; + ¢ < 1 legyen. O

A 4. fejezet végén felhozott Osszes kifogds méginkabb érvényes a megbizhaté
informéci6tarolas itt bemutatott eredményeire. Az a, e-ra kapott korlatok nagyon
kicsik, és ennek megfelelen az az n tarnagysag, melyre ez az elrendezés el6szor
értelmet kap, nagyon nagy. (Lasd az 5.4 gyakorlatot.)
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5.5. Gyakorlatok
5.1. Gyakorlat. Bizonyitsuk az 5.7. allitést.

5.2. Gyakorlat. A H matrix konstrukcidjdban, a k' = 0.6n’ vélasztéassal, legyen Cy
a kihagyott oszlopok halmaza. Bizonyitsuk be, hogy minden i € {1,...,k'}, j €
{1,...,n'}-re

;o L\ \N
P[j € H;, |Hj| > N] < (K/k’)(nN 1)(I</k’)N < (K/K) (K/(lN,r)) ,
_ J\\N

E|Col/n’<K<K/(1N!r)) 0,

ha N — oo. Mutassuk meg ebbdl, hogy P[k'/2 < k < 0.8n] — 1,ha N — oo.

5.3. Gyakorlat. Bizonyitsuk az (5.7) egyenl8séget.

5.4. Gyakorlat. A K = 21 esetre, szamoljunk ki fels6 korldtokat N, a,e-ra és
als6 korlatot n-re, melyek biztositjak, hogy létezik («,y, K, N, k, n)-frissit6 a k <

0.8n tulajdonsaggal. Ekkor létezik tehat informadcié-tarolé hélézat n kédszo-
hosszasaggal, és R > 0.2 sebességgel.

53



6. Feladatok

1. Feladat. (Kritikus érték) Vegyiik a 2.5 gyakorlat M hal6zatét, feltételezve, hogy
minden kapu < e valdszintiséggel egymdstol fliggetlentil téved. Tegyiik fel, hogy
a bemenetvektor csupa 0, és legyen py(e) annak valdszintisége, hogy a kimenet
1. Mutassuk meg, hogy létezik egy eg < 1/2 érték azzal a tulajdonsédggal, hogy
minden e < gp esetén limy ., pr(e) =0,és¢p < € < 1/2eseténlimy ., pr(e) = 1/2.
Becsiiljitk meg a konvergencia sebességét is mindkét esetben.

2. Feladat. (Reguldris stirit6) Egy stirit6t gy definidltunk, mint egy d-félregularis
péros multigrafot. Nevezziink egy stiritét requldrisnak, ha d-reguldris multigraf (a
bemend csticsok foka is d). Bizonyitsuk a 6. tétel megfelelgjét: minden ¢ < 1-
re létezik egy egész d > 1 és egy a > 0 melyekkel minden pozitiv egész k-ra
létezik reguléris (d, a, 7y, k)-stirits. [Utmutatés: Vélasszunk egy véletlen d-regularis
péaros multigréfot a kovetkezs eljarassal: (1. Helyettesitstink minden csticsot egy d
csticsbol all6 csoporttal. 2. Valasszunk egy teljes pérositast az ij bemend és kimend
csticsok kozott. 3. Olvasszuk tjra egy csticsba 6ssze mindegyik d csticsbdl allé
csoportot.) Bizonyitsuk, hogy e valasztas utan kicsi annak a valdszintisége, hogy
a kapott d-regularis multigraf nem stirit6. Ehhez, fejezziik ki ezt a valészin{iséget
taktorialisokkal, és becsiiljiik azokat a Stirling formulaval. ]

3. Feladat. (Kétiranyu tagité) Emlékezziink a tagitok definicidjara a 4.3 gyakorlat-
ban. Nevezziink egy (d, a, A, k)-tagitot requldrisnak, ha d-regularis multigraf (a be-
meneti csticsok foka d). Ezt a multigrafot kétirdnyii tagitonak nevezziik, ha mindkét
irdnyba tagit6: A-bol B-be, és B-b6l A-ba. Bizonyitsunk egy tételt, mely a 2 fela-
dathoz hasonlé: minden A < d-re 1étezik egy & > 0, mellyel minden pozitiv egész
k-ra létezik kétiranyu (d, o, A, k)-tagito.

4. Feladat. (Stirit6 csak hdrmas szavazdsbol) A 6. tétel bizonyitdsa nem garantal
(d,a, 7y, k)-stiritét, ha v < 1/2, d < 7. Ha csak 3-bemenetii tobbségi kapukat
akarunk haszndlni, akkor a kovetkezd konstrukcié kindlkozik. El6szor egy 3-
télreguldris paros G multigrafot készitiink uy, ..., u bemenetekkel és vy, ..., v3,
kimenetekkel, egy 3-bemeneti tobbségi kapuval minden v;-ben. Azutdn a
w1, - .., Wi Uj csucsokat vezetjiik be, minden w;-ben egy 3-bemenet(i tobbségi ka-
puval. A wy kapu a vy, v2, v3 cstcsok tobbségét szamolja ki, a wy kapu a v4, vs5, v
tobbségét, és igy tovabb. Szamitsuk ki, hogy a G graf véletlen valasztdsa utdn
a héalézat az (uq,...,u;) bemenetekkel és (ws,..., wy) kimenetekkel frissit6 sz-
ervként tud-e miikddni. Ezutdn probédlkozzunk hdrom lépéssel a kett6 helyett
(amikor G-nek 9k kimenete van), és dllapitsuk meg, mit nyertink.
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5. Feladat. (Felujit6 szerv NOR kapukbdl) A tobbségi kapu nem az egyetlen kapu,
mely a tobbséget erbsiteni tudja. Emlékezziink a 2.2 gyakorlatban bevezetett
NOR kapura, és képezziik a kovetkez6t: NORy(x1, x2, x3,x4) = (x1 NOR x2) NOR
(x3 NOR x4). Mutassuk meg, hogy egy, a 4 feladathoz hasonl6 konstrukciéban a
3-bemenetti tobbségi kapu helyett NOR; is hasznéalhato.

6. Feladat. (Tobb véletlenség, kisebb stiriték) A 4.4 gyakorlat jelolésével tegyiik
fel, hogy mint ott, az F, val6szintiségi valtozok eloszldsa nem fiigg az egész
hélézat bemend vektoratdl. Jarjunk el a 4.6 gyakorlathoz hasonléan minden
feltjit6é szerv épitésében. Az eredeti hdl6zat minden kapujahoz egy 1j felwjit6 sz-
ervet valasszunk: a vélasztas fiigg az elkésziilt hal6zatnak ezt a kaput megel6z6
részét6l. Mutassuk meg, hogy ebben az esetben hibabecsléseink lényegesen
megjavulnak. A javulds abbdl jon, hogy, mint a 4.6 gyakorlatban, most nem
kell a hibaval6észintiséget megszorozni a fert6zott drotok Osszes lehetséges < ak
nagysdgu halmazainak szdmaval. Mivel ezen véletlen halmaz eloszlasa ismert,
atlagolhatunk felette.

7. Feladat. (Kozel-sorbarendezés tagitokkal) Ebben a feladatban megmutatjuk,
hogy tagitokat ,kozel-sorbarendezésre” lehet alkalmazni. Legyen G egy reguldris
kétiranyu (d,a, A, k)-tdgité, melynek két k-nagysdgti része A és B. Konig
tétele szerint minden d-reguldris pdros multigraf (élhalmaza) d teljes pdrositas
(élhalmazainak) diszjunkt unidja: legyenek ezek Mj, ..., M. Egy ilyen tagitohoz
egy d mélységii logikai hdlézatot rendeliink a kovetkezokeppen A cstcsokat az

= 0,1,...,d szintekbe csoportositjuk. Az i szmten két diszjunkt k nagysagu
csucshalmaz Aj, B; helyezkedik el, az a;;, b;; (j = ., k) csticsokkal. Az aj;, b
csticsokban taldlhato érték x;; illetve y;; lesz. ]eléljﬁk az i szint 2k-elemii vektorat
igy: z; = (xi1,...,Yix)- Ha (p,q) az M; pérositas egy éle, akkor egy A kaput tesziink
a;p-be és egy V kaput b;; — ba:

Xip = X(i-1)p NY(i-1)gr  Yig = X(i-1)p V Y(i-1)q-

Ez a halézat a 0-kat A;-be és az 1l-eseket B;-be igyekszik kiildeni d 1épésben.
Altalanosabban, a z; vektorokban talalhaté értékek tetszéleges szamok is lehet-
nek. Ekkor az x A y jelentése tovdbbra is min(x, y), és az x V y jelentése max(x,y),
és ezzel minden z; vektor a zg vektor permutaciéja. Legyen B = (1 + A)a. Bi-
zonyitsuk be, hogy z; a kovetkezd értelemben B-rendezett: minden m-re, a z;-nek
m legkisebb szamabdl legaldbb Bm van a bal félben, és legnagyobb szdmaibdl le-
galdbb Bm van a jobb félben.

8. Feladat. (Feltjité szerv kozel-sorbarendezékbsl) Epitsiink felujité szervet
tagitok felhasznalasaval, a kovetkezdképpen. El8szoris, az A bemeneti kdbel min-
den vezetékét dgaztassuk ketté, hogy az A, Bj halmazokat kapjuk. Most illessziik
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ezekhez a 7 feladat B-sorbarendez&jét: a kimenet az A), B, halmazokra oszlik.
Most dgaztassuk a B/, halmaz vezetékeit az Aj, By halmazokba. Illessziink oda
megint egy B-sorbarendez6t, ez az A, B/] kimenetekhez vezet. Tartsuk meg csak
a B = A halmazt a kimen6 kabelnek. Bizonyitsuk be, hogy az A-bél B-be vezetd
logikai vektor-hélézat feltjité szerv.

9. Feladat. (Hierarchikus hibajavitas) Hierarchikus hal6zatot épitiink, amelyet egy
bit informdcié megbizhat6 tarolasara is, és feldjito szervnek is lehet hasznélni. Egy
d paratlan szdmra és egy r > 1 egész szamra, egy d'-bemenetfi, d"-kimeneti (r +
1)d" nagysagt R, hdlézatot épitiink rekurzivan. Ha r = 1, akkor az x(1),...,x(d)
bemenetekbdl a z(1),...,z(d) kimenetek mindegyikét ugyantgy szamoljuk Kki:
z(j) = Maj(x(1),...,x(d)). Tegyiik fel, hogy R/, mar megépiilt, épitsilk meg
Ryt az x(1),...,x(d"*!) bemenetekkel és z(1),...,z(d"*!) kimenetekkel a
kovetkezbképpen. Legyenek Cy,...,C; az R); halézat masolatpéldanyai. Az
i = 1,...,d esetekben vegyiik a C; hédl6zatot, az x((i — 1)d” + j) bemenetekkel
G=1,...,d)és Yij kimenetekkel (j = 1,...,d"). Ezutan legyenek Dy, ..., Dy az
R} példényai. Aj=1,...,d", esetekben vegyiik a D; halézatot az y;; bemenetekkel
(i=1,...,d),ésaz((j—1)d" +1i) kimenetekkel (i =1,...,d). Ezzel R;H elkészult.

Egy h kiiszobértékre, definidljuk egy x = (x1,..., x4 ) Boole-vektor S (x)-szel
jelolt h-erejét, rekurzive r-ben. Ha r = 0, akkor S,(x) = x. Har > 0 akkor i =
1,...,d-relegyen x; az x i-edik d" ! hosszlsagu szakasza. Legyen Sy, (x) = 1, ha az
Si(x;) = 1 eset az i-nek tobb, mint h értékére all fenn; kiilonben S, (x) = 0.

Mutassuk meg, hogy léteznek 0 < ¢, p < 1 a kovetkez tulajdonsdggal. Legyen
d =11, h = 3. Tegyiik fel, hogy az R}, hdl6zat zajos, de e-megengedett, és a véletlen
Z kimenetvektort adja. Ekkor amennyiben az x bemenetvektorra S;(x) = 0 4ll,
ebbél P[S,(Z) = 1] < p* kovetkezik. Tehat az R}, halézat egy bit informéacio
hosszantart6 tarolasara hasznalhaté. Mutassuk meg, hogy a d és h paramétereknek
mas értéket valasztva ezt az eredményt tovabb erdsithetjiik, és feldjité szervet ka-
punk. (Az er8sités azért kell, mert a végrehajté szerv két feltjité szerv kimenetét
olvasztja 6ssze.)

10. Feladat. (A hierarchia dra) Mutassuk meg, hogy a 9 feladatban kapott
felGjit6 szerv olyan megbizhaté halézatot ad, melyben a redundancia
(log N)!°831oglog N: rosszabb, mint a kordbban kapott log N.
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7. Torténeti megjegyzések

A nagy eltérések tételét (1. tétel), vagy hasonlé tételeket, sokszor Chernoffnak vagy
Bernsteinnek tulajdonitjdk. Az 1.2 gyakorlat az egyik gyakran haszndlt valtozatot
mutatja be.

A megbizhatatlan elemekkel végrehajthat6 megbizhaté szamolasok
problémadjat a [22] cikkben vizsgalta Neumann Janos a logikai halézatok
modelljén. Az ottani eredmény teljes bizonyitdsa elészor R. L. Dobrusin és
Sz. I. Ortyukov [4] cikkében jelent meg (melyben a feltjité szerv nem ugyanaz,
amit Neumann Janos javasolt). Fejezetiink el6addsa N. Pippenger [13] cikkének
egyes részeire épiil.

Dobrusin és Ortyukov alsé korlatja a [3] cikkben (melynek hibait a [15], [16]
és [6] cikk javitja) azt mutatja, hogy a log n redundancia 4ltaldban elkertilhetetlen
egy olyan megbizhaté szamoldsban, melynek bonyolultsdga n. De ez az als6
korlat csak annak sziikségességét mutatja, hogy a bemenetet redundansan koédolt
formaba kell tenni (kiilonben az els6 lépésben kritikus informécié veszhet el).
Amint [13] mutatja, tobb fontos fiiggvényosztaly esetén linedris redundancia is
elegend®d.

Természetesnek latszik a kezdeti kodolas koltségét kiilonvalasztani: akkor
taldn a szdmolas tobbi része sokkal kevesebb redundancidval is végrehajthato.
D. Spielman [19] cikke ebben az irdnyban fontos lépést tett, (Iényegében) az
titemezett logikai hal6zatok modelljében. Spielman egy w elemi alkot6részbdl 4116
halézaton t ideig futé szdmitdst vesz, és megbizhatova teszi, csak (logw)®-szer
tobb processzort hasznalva, és (log w)¢-szer tovédbb futtatva. A hibavalészintiség
texp(—w'/#). Ez kicsi mindaddig, amig t nem sokkal nagyobb, mint exp(w!/4).
Tehat a redundancidt a térsziikséglet logaritmusanak egy hatvanydval lehet
korlatozni; az id6sziikséglet nem is jelenik meg nyiltan. Egy (aciklikus) logikai
hélézatban a tér- és idé-bonyolultsag nincs kiilon definidlva: a hal6zat elemszdma
azzal a mennyiséggel analég, amit mas modellekben az id6- és a tér-bonyolultsdg
Osszeszorzdasaval kapunk.

Az informdciétarolasi eredményekhez A. V. Kuznyecov [10] cikkét hasznaltuk
(a cikk fotétele, a frissitok létezésérdl, M. Pinszker eredménye). Az alacsony-
stirliségili parossag-ellen6rzd koédokat R. G. Gallager vezette be a [8] konyvben,
és informacid-tarolasi haszndlatukat el6szor M. G. Taylor javasolta [20] cikkében.
Ilyen kédoknak 1j, konstruktiv valtozatait fejlesztették ki M. Sipser és D. Spielman
a [18] cikkben, szupergyors kédolassal és dekddoldssal.

A logikai hal6zatoknal sokkal szabéalyosabb parhuzamos szamoléasi modellben,
a sejtautomatédkban is lehetséges megbizhat6 szamoléds. Ezeket az eredményeket
itt nem volt alkalmunk bemutatni: 1asd példdul a [7] és [5] cikkeket.

A 24 gyakorlat C. Shannontél szdrmazik: lasd [17]. A legrosszabb
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fiiggvényekre az aszimptotikusan legjobb hal6zatnagysagot O. B. Lupanov talalta
meg a [11] cikkben. A 3.1 gyakorlat a [4] cikken alapul, a 3.2 gyakorlat pedig
az [3] cikken (és javitdsain).

A 4.3 gyakorlatban bevezetett tagitokat az elméleti szamitégéptudomanyban
kiterjedten haszndljdk: bevezetésnek, lasd a [12] konyvet. A konyv kis sajatérték-
aranyu grafok konstrukcidjara is ad utaldsokat. A 4.5 gyakorlat és a 6 feladat
a [4] cikken alapul.

Az 1 feladatnal bonyolultabb kérdéseket targyal a [14] cikk. A 2 feladat
modszerét véletlen d-reguldris multigrafok generaldsara példdul a [2] cikk el-
emzi. Sokkal nehezebb egyszer(i reguldris grafokat (nem multigrafokat) generdlni
egyenletes eloszlédssal: 1ast példaul a [9] cikket.

A 7 feladat a logn mélységili sorbarendezd halézatok indit6é otletén alapul
(lasd [1]). A 9 feladathoz a [21] cikk gondolatai vezettek.
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